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内 容 提 要 
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非 线 性 科学 丛书 


出 版 说 明 


现代 自然 科学 和 技术 的 发 展 , 正 在 改变 着 传统 的 学 科 划 分 和 
科学 研究 的 方法 .“ 数 、 理 化 天 、 地 \ 生 "这些 曾经 以 纵向 发 展 为 
主 的 基础 学 科 , 与 日 新 月 异 的 新 技术 相 结合 ,使 用 数值 解析 和 图 
形 并 举 的 计算 机 方法 ,推出 了 横 跨 多 种 学 科 门 类 的 新 兴 领 域 。 这 
种 发 展 的 一 个 重要 特征 ,可 以 概括 为 “ 非 ? 字 当头 , 即 出 现 了 以 “ 非 ” 
字 起 首 而 命名 的 一 系列 新 方向 和 新 领域 。 其 中 , 非 线 性 科学 占有 
极其 重要 的 位 置 ， 这 决 非 人 们 "想入非非 ”, 而 是 反映 了 人 类 对 自 
然 界 认识 过 程 的 螺旋 式 上 升 . 

曾几何时 , 非 线性 还 被 人 们 当 作 个 性 极 强 ,无 从 逾越 的 难题 . 
每 一 个 具体 问题 仪 乎 都 要 求 发 明 特殊 的 算法 ,运用 新 颖 的 技巧 . 
诚然 ,力学 和 数学 早 裔 知道 一 批 可 以 精确 求解 的 非 线性 方程 ,物理 
学 也 曾经 严格 地 解决 过 少数 非 平庸 的 模型 ,不 过 ,这 些 都 曾 是 稀 
如 凤 毛 鳞 角 的 “手工 艺 "珍品 ,人 们 还 没有 悟 出 它们 的 普 亿 启示 ,也 
设 有 看 到 它们 之 间 的 内 在 联系 

20 世纪 60 年 代 中 期 ,事情 从 非 线性 现象 的 两 个 极端 同时 发 
生变 化 .一 方面 ,描述 浅水 波 运动 的 一 个 偏 微分 方程 的 数值 计算 ， 
揭示 了 方程 的 解 具 有 出 奇 的 稳定 和 保守 性 质 .这 启发 人 们 找到 了 
求解 一 大 类 非 线 性 偏 微分 方程 的 普遍 途径 , 即 所 谓 “ 反 散射 "方法 
反 散 射 方法 大 为 扩展 了 哈密 上 顿 力 学 中 原 有 的 可 积 性 概念 ,反映 了 
这 类 方程 内 丢 的 对 称 和 保守 性 质 . 到 了 80 年 代 , 反 散射 方法 推广 
到 量子 问题 ,发 现 了 可 积 问题 与 统计 物理 中 严格 可 解 模型 的 联系 . 


60 年 代 初 期 还 证 明了 关于 弱 不 可 积 保守 系统 普遍 性 质 的 KAM 定 
理 , 于 是 , 非 线 性 问题 的 可 积 的 极端 便 清楚 勾 划 出 来 ,成 为 一 个 广 
远 的 研究 领域 虽然 这 里 的 大 多 数 进展 还 只 限于 时 空 维 数 较 低 的 
系统 ,但 它 对 非 线 性 科学 发 展 的 促进 作用 是 不 可 估量 的 . 

另 一 方面 ,在 “不 可 积 " 的 极端 ,对 KAM 定理 条 件 的 “反面 文 
章 ”, 揭 示 了 保守 力学 系统 中 随机 性 运动 的 普遍 性 ,而 在 耗 散 系 统 
中 则 发 现 了 一 批 奇 怪 吸引 子 和 混 池 运动 的 实例 .这些 研究 迅速 地 
融 成 一 片 ,一 些 早年 被 认为 是 病态 的 特例 也 在 新 的 观点 下 重新 认 
识 . 原来 不 含有 任何 外 来 随机 因素 的 完全 确定 论 的 数学 模型 或 物 
理 系统 ,其 长 时 间 行为 可 能 对 初 值 的 细微 变化 十 分 敏感 , 同 投掷 般 
子 一样 地 随机 和 不 可 预测 ， 然而 , 混 二 不 是 无 序 , 它 可 能 包含 着 丰 
富 的 内 部 结构 . 

同时 ,由 于 计算 科学 特别 是 图 形 技术 的 长 足 进步 ,人 们 得 以 理 
解 和 模拟 出 许多 过 去 无 从 下 手 研究 的 复杂 现象 ， 从 随机 与 结构 共 
存 的 满 流 图 象 , 到 自然 界 中 各 种 图 样 花纹 的 选择 与 生长 ,以 及 生物 
形态 的 发 生 过 程 ,都 开始 展现 出 其 内 在 的 规律 如 果 说 ,混沌 现象 
主要 是 非 线性 系统 的 时 间 演 化 行为 , 则 这 些 复杂 系统 要 研究 的 是 
非 线性 地 耦合 到 一 起 的 大 量 单元 或 子 系统 的 空间 组 织 或 时 空 过 
程 ， 标 度 变换 下 的 不 变性 、 分 形 几 何 学 和 重 正 化 群 技术 在 这 里 起 
着 重要 作用 . 

在 由 上 述 种 种 方面 汇 成 的 非 线性 科学 洪流 中 ,许多 非 线性 数 
学 中 早已 成 雪 的 概念 和 方法 开始 向 其 他 学 科 扩 散 , 同 时 也 提出 了 
新 的 深刻 的 数学 问题 . 物理 学 中 关于 对 称 和 字 恒 ,对 称 破 缺 , 相 变 
和 重 正 化 群 的 思想 ,也 在 日 益 增多 的 新 领域 中 找到 应 用 .“ 非 线 
性 "一 词 曾经 是 数学 中 用 以 区 别 于 “线性 问题 的 术语 ，, 非 线性 科学 
正在 成 为 跨 学 科 的 研究 前 沿 . 各 门 传统 学 科 中 都 有 自己 的 非 线性 
篇 章 , 非 线性 科学 却 不 是 这 些 篇 章 的 总 和 . 非 线 性 科学 揭示 各 种 
非 线性 现象 的 共性 ,发 展 处 理 它们 的 普 适 方法 . 

这 样 迅 猛 发 展 的 跨 学 科 领 域 ,很 难 设想 用 少数 专著 加 以 概括 ， 


让 


何况 学 科 发 展 的 不 少 方面 还 未 成 熟 到 足以 总 结 成 书 的 地 步 ， 于 
是 ,有 了 动员 在 前 沿 工作 的 教学 和 研究 人 员 , 以 集体 力量 撰写 一 亦 
“ 非 线性 科学 丛书 ”的 想法 .在 上 海 科技 教育 出 版 社 的 大 力 支 持 
下 ,这 一 计划 得 以 付 诸 实现 . 

这 套 “ 非 线性 科学 丛书 "不 是 高 级 科普 ,也 不 是 大 块 专著 它 
将 致力 于 反映 非 线性 科学 各 个 方面 的 基本 内 容 和 最 新 进展 ,帮助 
大 学 商 年 级 学 生 、 研 究 生 \ 博 士 后 人 员 和 青年 教师 迅速 进入 这 一 跨 
学 科 的 新 领域 ,同时 为 传统 自然 科学 和 工程 技术 领域 中 的 研究 和 
教学 人 员 更 新 知识 提供 自学 教材 ， 非 线性 科学 的 全 狐 将 由 整套 从 
书 刻 划 ,每 册 努 力 讲 清 一 个 主题 ,一 个 侧面 ,而 不 求 面面俱到 ,以 锡 
失 之 过 泛 ， 在 写作 风格 上 ,作者 们 将 努力 深入 浅 出 ,图 文 并 茂 , 文 
献 丰 富 ; 力 求 有 实质 内 容 ,无 空洞 议论 ,以 真 刀 真 枪 脚 路 实地 武装 
读者 ， 从 读者 方面 ,自然 要 求 具备 理 工科 大 学 本 科 的 数学 基础 ,和 
读书 时 自己 主动 思索 与 推导 的 习惯 ， 

“ 非 线性 科学 丛书 ”的 成 功 ,取决 于 读者 和 作者 的 支持 .我 们 
衷心 欢迎 批评 和 建议 . 


郝 柏 林 
1992 年 4 月 30 日 于 北京 中 基 村 


前 


分 含 是 非 线性 科学 的 一 个 重要 分 支 ， 它 的 近代 发 展 有 着 深刻 
的 数学 和 应 用 背景 ， 并 且 与 非 线性 科学 的 其 他 分 支 密切 相关 。 现 
在 , 分 贫 研 究 已 不 只 局 限 在 数理 科学 的 范围 内 , 而 且 在 其 他 自然 科 
学 、 社 会 科学 和 工程 技术 领域 中 发 挥 着 日 益 显著 的 作用 。 本 书 以 
深入 浅 出 的 形式 ， 并 通过 大 量 图 例 ， 较 系统 地 介绍 分 岔 的 基本 概 
念 、 主 要 方法 和 一 些 重要 应 用 ， 以 使 读者 通过 本 书 能 初步 窥视 分 
岔 的 全 腹 ,在 较 短 的 时 间 里 了 解 和 掌握 分 岔 的 基本 内 容 , 为 以 后 深 
入 研究 分 岔 理论 打下 良好 的 基础 . 

本 书 的 第 工 章 通过 在 数学 和 应 用 方面 的 许多 例子 ， 初 步 阐述 
了 分 岔 的 基本 概念 ， 并 为 下 面 各 章 做 好 必要 的 准备 ， 第 2 章 介绍 
了 研究 分 贫 的 一 些 主要 方法 。 第 8 章 较 详 细 地 讨论 了 奇异 性 和 对 
称 性 理论 及 其 在 静态 分 岔 问题 中 的 应 用 。 第 4 章 着 重 研究 动态 分 
岔 问题 , 特别 是 才 普 夫 分 岔 \ 普 适 开 折 和 模 态 相 互 作用 等 ， 阅 读本 
书 时 ， 读 者 应 具备 理工 科大 学 本 科 的 数理 知识 。 至 于 研究 分 岔 中 
需 用 到 的 一 些 现代 数学 知识 ， 本 书 在 适当 的 章节 中 将 简要 作 些 介 
绍 .。 附录 中 专门 介绍 微分 动力 系统 的 基本 概念 ， 供 对 这 些 内容 不 
够 熟悉 的 读者 参考 . 

在 本 书 的 编写 过 程 中 , 作者 通过 有 关 的 论著 、 讨论 和 交流 ， 受 
到 国内 外 许多 非 线性 科学 家 的 教 益 ， 郝 柏林 教授 、 郑 传 谋 教授 关 
必 和 支 持 本 书 的 出 版 朱 照 宣教 授 、 李 邦 河 教 授 认真 审阅 原稿 并 提 
出 宝贵 意见 ， 在 此 亲 向 他 们 玫 示 深切 的 谢意 ， 对 于 书 中 疏漏 不 足 
之 处 , 姑 望 广大 读者 给 予 批评 指正 。 
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隔 启 认 
1994 年 5 月 于 北京 航空 航天 大 学 


Abstract 


Basie ceoneepts and main theoretical methodae of 
Tifureation in nonlinear systema are systematically 
introduced along with the applications in science and 
technology。The fundamental jnowledge of differential 
dynamical systems is attached as an appendix。This book 所 
intended for studente，researchers and engineers 机 ho are 
interested in and devoted 加 nonlinear science。 
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第 1 章 


分 舍 概 述 


St 引 言 


对 于 食 参 数 的 系统 , 当 和 参数 变动 并 爸 过 某 些 临 界 值 时 , 系统 的 
定性 性 态 (例如 平衡 状态 或 周期 运动 的 数目 和 稳定 性 等 ) 会 发 生 突 
然 变 出. 这 种 变化 称 为 分 岔 (bifnrecation)， 分 岔 是 一 类 常见 的 重 
要 非 线性 现象 ， 并 与 其 他 非 线性 现象 (如 混沌 、 突 变 、 分 形 、 拟 序 
估 构 等 ) 富 切 相 关 。 六 此， 在 非 线 性 科学 中 分 岔 研究 占有 重 牙 地 
位 . 

分 贫 问 题 起 源 于 研究 一 些 力 学 失 稳 现象 ， 早 在 18 世纪 中 时 ， 
伯 努 利 (Daniel Bernoulli) 和 欧 拉 ( 工 . Enler) 等 人 就 巳 研究 过 杆 
件 在 纵向 压力 作用 下 的 届 则 问题 .1834 年 , 雅 可 比 (0.G .本 
Jaeobi) 在 研究 衣 引 力 介 质 的 顶 球 形 旋转 液体 是 的 平 佬 图 形 时 ， 首 
先 引 进 “abzweigung”( 德 文 “分 盆 ") 这 个 术语 ， 1885 年 , 庞 卡 莱 
〈H. 本 Poineare) 提 出 旋转 流体 垦 平 衡 图 形 的 演化 过 程 的 公 盆 再 
论 ，1888 年 ， 雷 诺 (0. Reynolqs) 发 现在 临界 雷诺 数 时 层 流转 变 
为 济 流 的 现象 , 从 此 开创 了 流动 稳定 性 的 研究 . 固体 力学 的 屈曲 和 
流体 力学 的 转 搞 一 直 是 推动 分 贫 研 究 的 重要 动力 ， 本 世纪 30 年 
代 ， 范 德 波 (B. Van der Pol), 安 德 罗 谐 夫 (A. A、AmpomoB) 等 在 
非 线性 振动 研究 中 即 已 发 现 大 量 分 岔 现象， 然而 ， 在 相当 长 时 间 
里 ， 和 研究 分 贫 主 开 是 在 应 用 领域 由 进行 的 。 直到 本 世纪 60 年 代 ， 
微分 动力 系统 、 突变 、 奇 异性 、 非 线性 分 析 等 方面 逐渐 形成 了 现代 
数学 理论 , 电 于 计算 机 和 有 效 计 算 手 段 相继 出 现 , 尤其 是 不 同 领域 
中 混沌 现象 的 发 现 , 促使 分 贫 理 论 迅 速 发 展 , 并 有 具 在 力学 、 物 理学 、 
化 学 .生物 学 .生态 学 、 医 学、 控制 、 工 程 技术 以 笃 社会 科学 中 得 到 


进 


了 广泛 应 用 . 

在 介绍 分 贫 的 基本 梳 念 之 前 , 我 们 先 看 西 个 简单 的 例子 . 

[ 例 切 沽 处方 程 wz 一 交 - 0 的 解 随 参数 卢 变 化 的 情况 ， 共 
中 人 帮手 宾 。 

当 As0 时 ,此 方程 有 叭 一般 =~ 0; 当 w>0 时 ， 此 方程 有 三 
个 保 :w*=0 和 zx= 土 V 上 .图 1-1 表明 了 方程 的 解 随 参 数 上 变化 
情 况 . 解 的 数目 在 4 0 处 发 生 突然 变化 ,因此 方程 出 现 分 岔 
《通常 称 为 "又 形 分 贫 ”), 


网 1-1 


[ 便 多 ”考虑 微分 方程 组 
由 《e+9)]， 
Y 一 zy[a 一 (2 十 扫 )] 
的 解 随 参数 上 ER 变化 的 情况 . 
在 极 侍 标 系 中 , 此 方程 组 可 写成 
位 T(U 一 辣 )， 
认 
利用 初等 积分 法 , 不 难得 到 
主人 当 凡 #0 时 ; 
waTO-， 当 玉 =0 时 。 
及 一 让 一 加 
其 中 心 和 如 由 初始 条 件 决定 .图 工人 表示 当 参 数 卢 取 不 同 数值 
时 此 方程 组 在 wy 相 平面 上 轨 线 分 布 情 况 ( 即 和 图 )， 可 以 看 到 ， 
《9, 册 始 终 是 唯一 前 平衡 点 ， 对 疡 和 0 相 平面 上 的 加 线 当 拓 > 
十 co 于 都 盘旋 地 赵 于 原点 ， 即 (0，0) 是 浙 近 稳定 的 焦点 ; 当 上 >0 


- 


人 纺 E 了 在 : 轩 


人 .2) 


《1.3) 


纪 -> 二 co 时 盘旋 地 和 趋 于 闭 轨 -~ \/ 世 ， 即 (0 0) 恋 站 不 
,与 此 同时 出 现 一 个 稳定 的 极限 环 ( 即 渐 近 稳定 的 孤立 
到 ， 显 然 ， 方 程 组 (1.1) 的 解 的 定性 行为 ( 即 相 图 的 拓 
扑 结 构 ) 在 &- 0 处 发 生 突然 变化 ， 因 此 出 现 分 贫 ( 通 常 称 为 “ 鸭 普 
夫 分 岔 咏 、 

从 上 面 的 例子 可 以 初步 看 到 , 在 各 种 静态 和 动态 问题 中 , 存在 
不 同形 式 的 分 贫 现 得。 本 覃 将 前 要 介绍 分 盆 的 - . 些 基本 概念 、 党 
见 类 鳌 和 重要 应 用 例子 , 为 以 后 各 章 的 深入 研究 打下 基础 . 


8 2 分 舍 的 基本 梳 从 


为 了 便于 理解 ， 本 节 主 要 介绍 有 限 维 欧 兵 空间 R" 上 的 含 参 

数 动力 系统 分 岔 的 一 些 基础 概念 ， 这 里 包括 由 Cr( 其 中 rzz 切 办 
量 场 天 开 x 了 一 民 "给 出 的 连续 动力 系统 

表 =~ Fo， 站) ETUCR" HEJCRn (2.1 

其 中 、y 是 开 集 ，2 是 状态 变量 ， 是 分 贫 参 数 ( 亦 称 " 控 制 变 

量 ”), 以 及 由 Cr( 其 中 站 > 巧 辐 胚 

和 xy 一 ROY 光 Frg(o AD) 

2zEIER" HEySERr (2.3) 

给 出 的 离散 动力 系统 {o}xsz。 这 里 介绍 的 分 岔 概念 , 可 推广 到 有 

限 维 或 无 跟 维 微分 流 形 上 的 动力 系统 . 更 详细 的 数学 表述 ， 请 傅 

看 本 书 附录 的 第 161 页. 

当 和 参数 鼎 连续 地 变动 上 且 通 过 poE 了 时， 如果 系 统 (2.1) 或 

人 2 .分 失 去 结构 稳定 性 , 即 系统 前 定性 性 太 ( 即 拓扑 结构 ) 发 生 突然 

变化 ， 则 称 访 系统 在 pe 处 出 现 分 岔 ，P 称 为 分 盆 值 . 全 体 分 贫 

值 组 成 的 集合 称 为 该 系统 在 参数 空间 中 的 分 岔 集 ， 为 了 清楚 地 描 

述 由 分 盆 所 引起 系统 的 定性 性 态 变化 的 情况 ， 我 们 可 在 (，A) 空 

间 中 症 出 该 系统 的 极限 集 ( 如 平生 点 (不 动 点 )、 闭 轨 ( 周 期 针线 )、 

; 不 变 环 面 等 ) 随 参数 戎 变化 的 图 形 。 这 种 图 形 称 为 分 岔 国安 反 


条 


贞 了 动力 系统 的 定性 作 态 随 参 数 变 化 的 情况 . 

-- 般 说 , 党 整 的 分 岔 分析 需要 了 解 动力 系统 的 全 局 折 扑 结 权 - 
这 是 十 分 复杂 , 其 至 是 难以 做 到 的 、 实际 应 用 中 , 有 时 只 需 考虑 在 
基 个 平衡 点 (不 动 点 附近 动力 系统 拓扑 钙 构 的 变化 ， 即 只 研究 在 
它们 拘 邻 盛 内 岂 部 向 量 场 (或 微分 同 胚 ) 前 分 盆 ， 这 类 分 盆 问 题 称 
为 局 部 分 贫 。 黄 果 分 谷 分 析 涉 及 向 量 场 的 大 范围 拓 扯 结构 ， 则 称 
为 全 局 分 售 。 当然 ,向 量 场 的 "局 部 和"“ 非 局 部 " 竹 质 是 赛 切 相关 
前 , 局部 分 盆 本 身 也 是 全 局 分 贫 分 析 的 重要 内 容 . 

下 面 以 单 参 数 动力 系统 为 例 ， 介 绍 一 些 和 型 的 分 岔 问题 ， 我 
们 分 向 量 场 和 映射 两 种 情形 进行 讨论 , 并 设 参 数 必 是 标量 , 即 

只 E 民 。 


82.1 向 量 场 的 分 窗 


1 平衡 点 分 贫 

设 当 六 一 Ho 时 系统 (2. 有 非 双 曲 平衡 点 wo 即 Keo Ho) 一 
0 且 对 的 导 算 子 DeF(wo ko) 有 实 部 为 0 的 特征 值 则 向 量 场 
Ja Am) 当 必 一 wo 时 是 结构 不 稳定 的 , po 是 一 个 分 岔 值 、 这 时 , 对 
向 量 场 Fw，wo) 作 适当 揭 小 抗 动 ， 可 以 使 点 ro 队 近 的 轨 线 折 扑 
结构 发 生变 化 ， 例 如 平衡 点 的 产生 (或 消失 ) .时 变 状态 (如 周期 软 
线 、 同 宿 或 异 宿 轨 线 等 ) 的 出 现 。 这 种 分 岔 蒜 为 平衡 点 分 盆 , 它 属 
于 局 部 分 从 的 范畴 - 

首先 考虑 非 双 费 平 衡 点 的 一 种 最 简单 情形 。 此 时 ， 刀 -7 
Am) 只 有 一 个 零 特 征 值 , 而 其 他 特征 值 有 非 零 实 部 . 

{ 例 菩 “考虑 平面 系统 

了 一 人力 ER mwER (2.3) 

当 玉 =0 时 , 此 系统 有 非 双 曲 平 衡 点 0(0, 0)， 因 为 其 向 量 场 马 w 


了 
& 四 在 该 处 的 导 算 子 卫 7(0， 0， o- 人 (8 _ 有 等 征 全 此 


系统 对 有 < 0 无 平衡 点 ， 对 上 =0 有 一 个 在 原点 处 的 平衡 点 ( 鞍 铺 
外 


关中 


mm0 30 

图 2-T 图 2-2 
点 ) 而 对 卢 >0 有 两 个 平衡 点 ， 稳 定 结 点 4(V 0) 和 鞍点 
3( 一 WA 0)， 图 3-1 表明 了 相 图 随 参 数 上 变化 的 情况 . 图 2.3 
是 分 岔 图 , 它 描 述 平衡 点 的 位 置 和 稳定 性 随 变 化 的 情况 , 其 中 实 
线 代表 稳定 平衡 点 ， 虚 线 代 表 不 稳定 平衡 点 这 类 分 盆 称 为 鞍 结 
分 岔 , 或 称 极限 点 分 贫 . 

[例外 考虑 平面 系统 
GE 一 Hz 一 ogg 一 一 外 《的 ERR2 产 E 良 〈2.4) 

此 系统 对 /<0 有 稳定 结 点 O(0，0) 和 鞍点 4(k, 0); 对 上 -0 有 
一 个 非 双 曲 平衡 点 ( 舱 结 点 )0， 对 w>0 有 鞍点 O(0，0) 和 稳定 结 
点 4(w 9、 图 人 3 和 图 ?4 分 别 给 出 相 图 随 必 变化 的 情况 和 分 
盆 图 ， 还 可 以 看 到 ， 在 上 = 0 处 ,平生 点 0 和 4 的 稳定 性 互相 交 
换 、 这 类 分 贫 称 为 跨 临 界 分 盆 . 


们 求 4 
MA AAA AN 


PEcD 几 一 个 > 
图 2-3 图 2-4 
[ 例 9 考虑 平面 系统 
= Ng 一 克 。 雪 一 包 (wm 力 ERy， KER (2. 瑟 


旺 系 统 对 疡 宝 0 有 稳定 结 点 DO(0, )、 特 别 地 , 当 共 =0 时 它 是 非 
双 曲 平衡 点 ， 对 上 >0 有 三 个 平衡 点 : 鞍点 0O40, 0) 和 稳定 结 点 
5 


40Vvm 0.B(-Vw,0). 图 3-5 和 9-6 分 别 给 出 相 图 随 峰 变 
化 情况 和 分 岔 图 ， 这 类 分 岔 称 为 叉 形 分 贫 . 


0 有 20 
疼 2.5 图 z-5 

接 老 考 虐 非 双 肖 平 衔 点 的 另 一 种 科 单 情形 ， 此 时 ，Duftaw 
1 有 -对 纯 忆 特征 什 , 而 其 他 特征 值 有 非 零 实 部 

[ 例 急 “ 考 患 平面 系统 (1. 切 ， 此 系统 对 任何 &E 只 都 只 有 
一 个 平 衔 点 DC0，0), 向 量 志 在 该 处 的 导 算 也 为 

全 二 三 汪 
zoomr( 小 

当 -0 时 ,DPKO 0 0) 有 一 对 纯 虑 特征 值 上 6 从 而 点 O 是 非 冯 
了 平 衡 点 ， 事 实 上 ,由 微 和 方程 定 性 理论 可 知 , 当 j<0 时 点 DO 是 
禾 定 焦 厌 当 Ar>0 时 是 不 稳定 焦点 因此 , 当 必 增加 并 经 过 训 -0 
时 ， 虽 然 平 街 点 的 数目 没有 变化 , 但 它 由 条 定 变 为 不 稳定 ， 即 稳定 
性 发 生 窗 然 变化 ; 此 外 , 还 有 一 个 稳定 极限 环 突然 从 平衡 点 处 “ 冒 
出 > 这 种 分 贫 称 为 竹 状 夫 分 盆 ，( 更 准确 地 ， 应 称 为 通 有 所 基 夫 
分 售 ， 见 和 19)， 图 .7 表明 祖 图 随 坊 变化 的 情况 ， 为 简单 超 风 ， 
在 涉及 闭 加 的 分 售 问 题 中 ， 通常 取 闭 委 的 振幅 (或 城中 ) 作为 分 
贫 图 的 级 坐标 ， 图 9 8() 纵 出 上 壕 走 普 夫 分 盆 的 分 人 图 ， 图 上 
>0 的 实 线 代表 稳定 极限 环 、 在 图 -8(t) 上 , 极限 环 是 在 参数 扩 
大 于 分 盆 值 的 旋转 内存 在 的 ,这样 的 分 货 称 为 超 临界 改 普 夫 分 贫 ， 
而 在 另外 的 情形 中 ， 极 眼 环 是 在 参数 只 小 于 分 贫 值 的 范围 内 存在 
的 , 这 样 的 分 贫 称 为 亚 临界 堆 普 夫 分 盆 ( 见 图 3-8(ii))- 

上 面 介绍 了 一 些 重要 的 平和 点 分 盆 革 理 ， 一 般 地 说 ， 随 者 在 


日 7 四 
| 
旧 二 2 ss 
| | 
9 0 


(和 《ii 
图 2-7 ZR-a 
分 从 值 un 处 的 导 算 子 Def(zo po) 药 实 部 为 0 的 特征 值 数 月 增 
加 , 分 贫 情 况 也 变 得 更 复杂 ， 例 如 , 当心 变 化 并 经 过 ji 时 , 可 能 有 
更 多 的 平衡 点 或 极限 环 等 从 非 双 曲 平衡 点 突然 “ 则 出 ”. 
8 闭 遍 分 盆 
设 当 居 =Ao 时 系统 (2. 古 有 非 双 曲 闭 轨 To， 即 庞 卡 莱 映 射 在 
对 应 Te 的 不 动 点 pe 处 的 导 算 子 至 少 有 一 个 模 等 于 工 的 特征 侍 ， 
出 向 量 场 几 we，po) 是 结构 不 稳定 的 ， 这 时 ， 对 向 量 场 并 zw，Hpo) 作 
适当 的 小 拓 动 , 就 可 使 Tx 末 近 的 轨 线 拓扑 结构 发 生变 化 ， 例 如 闭 
轨 的 产生 (或 消失 )、 二 维 环 面 的 出 现 等 ， 这 科 分 贫 称 为 闭 轨 分 贫 ， 
它 也 属于 局 部 分 岔 的 范畴 . 
[ 例 避 ”考虑 平面 系统 
| 一 ga 一 ( 十 一 1) 裤 ， 
3 一 “一 9[4 一 ( 史 十 久 一 力 引 ， 
(mm ES ER 《〈2.6) 
此 方程 组 在 太 坐 标 系 中 可 殷 成 
和 -Gr-1D9， 
于 
该 系统 只 有 一 个 平衡 点 DO(0 0), 它 当 上 <I 时 是 不 稳定 焦点 ; 当 
Hz 工时 是 稳定 焦点 (其 中 ， 当 几 =1 工 时 是 稳定 细 郑 点 )， 性 外 ,该 
系统 当 <0 时 无 闵 轨 ; 当 上 = 0 时 有 一 个 半 稳 定 极限 环 To( 它 是 
一 条 非 双 曲 闭 罗 ， 其 庞 卡 莱 映 射 的 导 算 子 的 特征 值 等 于 1); 当 
7 


(2.7) 


0<p<1 时 有 两 条 闭 轨 -VIA ,其 中 asr-VI- 区 是 
稳定 极限 环 , Ps r=~ VI+ AU 是 不 稳定 极限 环 ; 当 > 工时 只 有 
-- 个 不 稳定 极限 环 Pa:r- IT-FWw， 图 3-9 表 示 相 图 随 吕 变 
化 的 情况 , 图 3-10 给 出 了 分 岔 图， 显然 , 当 几 =0 时 出 现 * 非 双 曲 
闲 雪 的 圾 铺 分 贫 *， 跑 着 睛 增加 并 经 过 z= 0 时, 闭 轨 ro 分 成 两 
条 闭 轨 厂 和 Ts， 我 们 注意 到 , 当 #~ 工时， 在 原点 处 还 出 现 亚 临 
界 霍 普 夫 分 岔 、 类 似 地 ,还 可 研究 “ 非 双 则 闭 轨 的 跨 临 界 分 岔 "或 
“又 形 分 贫 ” 等 ， 


0<A<1 Pd 
图 2-9 


对 壮 高 维 (n>3) 连 续 动力 系统 的 非 双 星 闭 轨 ， 还 会 出 现 一 些 
平面 系统 所 没有 的 闭 轨 分 岔 ， 例 如 ， 当 呈 一 ke 时 ， 财 轨 的 庞 卡 莱 
喘 射 有 一 个 特征 值 等 于 1, 而 其 他 特征 值 的 模 都 不 等 于 1 就 可 
能 出 现 “ 非 双 申 闭 轨 的 倍 局 期 分 岔 ” 见 图 3 霸 )， 随 车 上 变化 并 
经 过 pe 时 ，7。 变 成 另 一 条 闲 轨 Fw， 其 周期 大 约 为 Te 的 周期 的 
两 倍 。 又 如 当 w- po 时 ， 闭 轨 Te 区 庞 卡 菜 映射 有 一 对 模 为 1 的 
复 共 罗 特 征 值 . 随 着 己 变化 并 经 过 ko 时 ， 这 条 非 双 曲 闭 轨 可 能 
出 现 分 岔 , 变 为 一 个 二 维 不 变 环 面 解 (2 解 )T。( 见 图 2-13)， 


记 当 指出 ， 非 双 曲 闭 轨 的 各 种 分 岔 都 可 以 通过 其 席 卡 菜 映 射 
的 不 动 点 分 岔 去 研究 . 

83， 同 宿 或 异 窒 分 岔 

设 当 上 po 时 系统 (2.1) 的 平衡 点 或 闭 轨 的 稳定 和 不 稳定 流 
混 非 模 攻 相 交 ， 即 谈 系 统 存在 由 非 机 裁 同 宿 点 (或 异 守 点 ) 组 成 的 
柯 宿 (或 异 宿 ) 轨 线 , 风向 最 场 f(m, no) 是 结构 不 稳定 的 , 适当 的 小 
帮 动 可 以 使 向 量 场 的 拓扑 结构 发 生变 化 , 例如 闭 轨 的 产生 或 消失 、 
不 变 环 面 的 产生 或 消失 、 以 至 混 小 运动 出 现 等 ， 这 种 分 岔 称 为 同 
宿 (或 异 宿 ) 分 贫 , 它 属 于 全 局 分 贫 的 范 畸 - 

[ 例 6] 考虑 平面 系统 

0 (oo 护 ER ER (2.8) 

此 系 红 有 了 两 个 平衡 点 ， 苇 点 0(0，0) 和 焦点 (或 结 点 ) 4( 一 1 0 
随 着 参数 彤 增加 , 并 经 过 上- 一 革 时 , 点 4 由 稳定 焦点 变 为 不 稳定 
焦点 ， 且 有 超 临界 堵 普 夫 分 岔 出现， 由 平衡 点 4 冒 出 "的 稳定 极 
限 环 Ts 随 着 六 的 增加 不 断 扩大、 当 只 一 如 二 一 0.85 时 ,7 与 鞍 
点 O 相交 , 并 成 为 鞍点 分 界线 ( 即 同 宿 轨 线 )， 对 >mo 同和 宿 轨 线 
不 再 存在 ; 另 一 方面 , 当 凡 由 册 减少 时 , 同 宿 轨 线 也 突然 消失 ， 变 
成 一 个 稳定 极限 环 ， 因 此 在 un 处 出 现 同 窒 分 售 ， 图 3-13 和 3-14 
分 别 给 出 相 图 随 严 变化 的 情况 和 分 贫 图 (图 中 p 为 极限 环 到 点 人 
的 最 大 距离 )， 


了 轩 2-14 
[ 例 7] 考虑 平面 系统 
0 
0 ER RER 《3.9) 


9 


此 系 广 在 严 =0 时 有 连接 鞍点 4(1 0 和 吾 ( 一 闷 0) 的 异 宿 对 线 ， 
而 当 疡 #0 时 不 存在 异 宿 轨 线 . 因此 , 在 4- 0 处 出 现 异 宿 分 岔 (外 


HH 


下 寿 站 
图 2-15 

应 当 指出 ， 如 果 同 瘤 或 异 宿 分 多 导致 稳定 和 不 稳定 流 形 横 元 
相交 ， 就 存在 横 裁 同 宿 点 和 斯 梅 尔 人 (8、Smale) 马 蹲 集 ， 从 而 出 现 
斯 梅 尔 意 义 下 的 混 池 运动 . 

和 其 他 分 贫 

铺 构 不 稳定 的 向 量 场 还 可 以 出 现 其 他 形式 的 分 贫 . 例如 “ 环 面 
分 贫 " 会 导致 不 变 环 画 的 产生 或 消失 ,以 至 出 现 混沌 运动 ， 叉 如 
“和 柯 怪 吸引 子 分 岔 ” 会 导致 奇怪 琢 引 子 的 数量 或 对 称 性 的 突然 变 
化 、 对 于 受到 周期 性 的 外 界 扰动 (如 强 迁 激励 或 参数 激励 ) 的 系 
统 , 可 能 出 现 “ 次 沙 分 岔 "“ 超 浇 分 盆 " 和 “ 准 周期 分 从” 等 ， 对 于 受 
到 随机 性 的 外 界 换 动 的 系统 , 可 能 出 现 不 同形 式 的 “随机 分 贫 ”. 对 
于 无 限 维 动力 系统 (如 由 时 间 演 化 的 偏 微分 方程 -积分 -微分 方程 
和 时 滞 微 分 方程 等 摘 述 的 系统 )， 其 轨 线 在 无 限 维 的 巴 拿 赫 
(8. Banach) 空 间或 巴 拿 替 流 形 上 ， 动 方 学 特性 和 分 岔 的 研究 要 
比 有 限 维 动力 系统 复杂 得 多 . 

在 研究 向 量 场 分 岔 时 ， 还 可 把 它们 分 为 静态 分 贫 和 动态 分 贫 
两 大 类 ， 静 窟 分 岔 是 指 只 有 平衡 点 的 数目 和 癌 定 性 发 生变 化 的 分 
岔 问题 , 即 研究 前 态 方 积 

0 有 一 0 (2.10) 
药 解 的 数 日 和 稳定 性 跑 参 数 上 变化 而 出 贡 的 突然 改 亚 . 前 面谈 及 
的 胖 衡 点 的 鞍 结 分 贫 . 跨 临界 分 贫 、 叉 形 分 岔 等 , 都 属 十 静态 分 盆 . 
动态 分 合 是 指 鸯 态 分 岔 以 外 的 其 他 分 岔 问题 , 乱 普 夫 分 岔 、 财 加 分 
10 


盆 . 环 面 分 盆 、 则 宿 或 异 宿 分 贫 等 , 都 属于 动态 分 岔 , 本 书 第 3 章 和 
第 和 章 将 分 别 对 向 量 刀 的 亲 态 分 贫 和 动态 分 盆 作 较 详 细 的 讨论 ， 


$2.2 了 员 射 的 分 颌 


觅 射 的 分 贫 与 向 量 场 的 分 岔 有 许多 相似 之 处 , 也 有 许多 差异 ， 
我 们 尤 需 注意 它们 之 问 前 差异 ， 下 面 以 映射 的 不 劲 点 分 岔 为 例 
作 一 些 说 明 ， 

设 当 彤 一 和 时 机 射 (2. 约 有 非 双 曲 不 动 点 mo 即 g(zo po) 
co, 且 对 和 的 导 算 子 Dg (ao po) 有 模 等 于 工 的 特征 值 , 则 该 离散 
动力 系统 在 6= pu 时 是 结构 不 稳定 的 ， 从 而 会 出 现 不 动 点 分 贫 ， 
最 简单 的 不 动 点 分 岔 有 以 下 类 型， 

1 Dag(wo po) 有 一 个 特征 洁 等 于 二 而 其 余 特 征 值 的 模 营 
不 竺 于 工 . 

[ 例 晶 ”考虑 映射 

8 多 H 2 十 用 十 好 %E 乳 凡 ER (2.10) 
它 的 不 动 点 由 方程 g(z，z) = 给 出 , 即 满足 
3 户 ) 一 2 一 严 十 委 =0. 
由 此 可 见 , 对 As<0， 喘 射 9 有 不 动 点 z 一 土 V 一 此 

根据 开 一 14+3z， 可 知 (wj 一 (0，0) 是 了 的 一 个 非 双 则 不 
动 点 因为 9C0, 0)-0， 2220 人 -1， 对 <<0, 不 劲 点 a- 
士 V 二 亡者 是 双 昌 的 , 它们 是 否 稳定 可 根据 在 该 处 | 名 | 小子 或 大 
于 工 来 判定 (参见 本 节 附 条 第 150 页 ). 易 知 ~ V 一 所 是 不 稳定 
的 ，z 一 Y 一 双 是 渐 近 稳定 的 、 图 2.16 给 出 了 不 动 点 及 其 稳 
定性 随 参数 疾 变 化 的 情况 。 在 (0 0) 处 出 现 “ 鞍 结 分 贫 "( 亦 称 “ 极 
思 点 分 盆 ”. 

{ 例 电光 岂 映 身 

ga Fr sp 一 ap zE BR NE 民 〈2.13) 


该 系 统 在 (z， 吕 ) 一 (0 0) 处 出 珊 “ 跨 临界 分 岔 所 见 网 2 17)， 
[ 鲍 10] 考虑 映射 
9 > 2 十 轧 E 民 ， 履 生 上 《〈《2.13) 
该 系统 在 (zw 4) 一 (0, 0) 处 出 现 “又 形 分 盆 ” 见 贺 委 芭 )， 


鲜 2-18 图 2-47 图 2-18 


Dug (wo pm) 有 有一 个 特征 信 于 一 工 ， 而 其 余 特征 值 的 楼 
营 不 等 于 圭 

[ 例 ] 考虑 映射 

9 2 hy 一 4 一 KZ 十 妇 . YE 民 ， 太 和 民 《2.14) 
先 研 究 吹 射 9 的 不 动 点 的 情况 。 由 方程 1 
go 四 一 secz(oz 一 3 一 办 -9 

得 到 9 的 不 动 点 : < 一 0( 对 呈 E 良 ) 和 呈 3 对 H>> 一 和 图 
3-19 画 出 了 这 两 组 不 动 点 的 曲线 . 可 
以 见 到 ， 在 (2 刀 ) -0 一 约 处 出 现 
9 的 不 动 点 的 叉 形 分 分. 

注意 到 (z， 中 一 (0，0) 是 一 个 
非 双 则 不 动 点 ， 因 为 g(0. 0) 一 0， 
男 2-19 -2 0 - -1 然 机 ,在 流 点 阶 近 ， 


8 只 有 唯一 的 不 劲 点 则 线 ?~ 0， 因 此 , 在 (0， 9) 处 ,9 的 不 劲 点 数 
目 没 有 变化 , 只 是 稳定 性 发 生变 化 ， 
我 们 进一步 考虑 二 次 兴 代 映射 
Hgfg(e 太 )， 太 ) 一 全 二 于 (3 十 用 ) 二 一 327 十 Oo . 
《2.15? 
对 早 侍 10， 我 们 知道 ， 在 (5 Ap) (0 切 处 出 现 耻 射 多 的 不 动 点 
位 


的 及 形 分 贫 ， 除 了 =-0 外 , 在 (0 0 处 还 有 史 的 另 一 条 不 动 点 
赂 散 
磅 二 -HOCesy) 


经 过 ( 见 图 3-19)， 因为 妇 的 不 动 点 就 是 映射 9 的 周期 2 点 ,所 
以 在 (0 0) 处 出 现 的“ 倍 周 期 分 贫 ”. 
应 当 指出 , 与 一 维 上 映 射 不 同 , 一 维 向 基 声 不 可 能 出 现 伴 周 期 分 
贫 . 
3，Dcg(wo， jn) 有 一 对 昌 共 轮 竺 征 值 xo.o; 它们 满足 jjo| 一 
1Xoi = 了 而 其 余 特 征 值 的 模 尼 不 等 于 工 . 
[{ 例 13] 考虑 二 维 映 射 
9 (9 (Cr 十 Ar 一 reos(g 二 go 十 ak)， 
(Cr+ARr 一 后 )sin(g 二 bo 十 ok))， 
(zx 9)ER ER 〈32.16) 
其 中 r= 号 十 色 ，0 为 罚 角 ,ga 是 实 常 数 ， 易 见 (w 力 一 (0 
0) 始 终 是 一 个 不 动 点 、 特 别 地 , 当 上 =0 时 ,， 它 是 一 个 非 双 曲 不 或 
点 , 因为 在 该 处 的 导 算 子 
coabo 一 sngo 
Zoo-( 人 和 全 人 
有 特征 值 和 -- cosgo 上 isin gu 其 借 等 于 1 
为 了 研究 在 (z, gp 由 - (0， 0 0 附近 的 分 贫 铺 况 ， 我 们 提 
《2.16) 写 成 极 坐 标 形 式 


(wm 9) Fy 《r 十 Mr 一 中， 0 二 2 二 al) 。 《2.17) 
映射 (2.17) 有 两 个 不 变 集 : r-0 下 
和 7 一 /元 ( 其 中 9. 图 2320 AT Te 
表示 这 些 不 变 入 及 其 附近 的 雪线 “KG KK 人 让 
随 参 数 志 变化 的 情况 ， 当 六 增加 王 2 
并 经 过 史 -0 时 ， 有 从 原点 突然 < 轩 二 0 


出 ”一 个 不 变 入 一 一 圆周 了 wx， 这 图 2-20 


各 不 挛 扩 的 变化 称 人 吉 -. 刻 让 G0: 本 ,Heltrapz- 且 .了 
不 动 点 7 0 难产 二 0 
天 源 近 稳定 抽 而 对 2 ) 是 不 机 是 的 不 变 加 周 T 对 MA>0 是 
高 近 稳 定 的 . 

应 当 指 出 ， 在 不 变 阿 周 Tv 中 包含 系统 (2, 冯 ) 的 无 穷 多 条 不 

同 的 轨 线 , 它们 由 风 周 映射 

及 FFy 有 十 加 十 am 《2.18) 
和 相应 的 初始 条 和 件 决定 ， 如 果 6o+ ap 荐 有 理 数 ， 则 刀 。 上 的 所 有 
遍 线 都 是 周期 的 ; 如 果 go+ op 是 无 理 数 ， 则 z。 上 的 所 有 雪线 都 
是 准 周 期 的 , 有 都 在 2 上 入 密 ， 当 于 连续 地 变动 时 , 在 不 变 加 局 
zx 上 的 轨 线 结构 在 月 期 情形 与 准 周期 情形 之 闻 反 复 变 化 ， 与 此 
对 照 的 是 ， 虽 然 二 维 向 量 场 的 堆 普 夫 分 岔 所 产生 的 不 变 集 也 是 一 
条 闭 腿 线 ( 见 例 4, 但 它 仅 含 一 条 轨 线 . 

与 向 量 场 一 样 ， 肌 射 还 存在 除 不 动 点 分 岔 以 外 的 其 他 形式 的 
分 贫 ， 在 此 不 再 详 述 ， 向 量 场 的 分 岔 和 号 射 的 分 贫 有 不 少 相似 之 
处 , 特别 是 对 连续 流 进行 离散 化 处 理 ( 例 如 庞 卡 药 陕 各 ) 后 , 可 以 将 
向 量 场 的 分 贫 转 化 为 映射 的 分 岔 去 研究 ， 可 见 向 量 场 的 分 盆 和 映 
射 的 分 贫 有 着 密切 关系 ， 

仇 注 1 前 面 的 讨论 只 涉及 单 参数 动力 系统 的 分 岔 ， 实际 应 
用 中 , 经 常会 遇 到 食 多 个 参数 的 动力 系统 . 多 参数 动力 系统 可 以 看 
成 对 单 参数 系统 的 扰动 ， 四 此 , 一 般 地 , 我 们 需要 考虑 食 参 数 动力 
系统 前 分 贫 性 态 在 小 扰 动 下 能 否 保 持 的 问题 先 看 下 面 的 例子 . 

考 凡 一 维 单 参数 系统 

了 = Fo， 站 二 HE 一双. ws 比 ER 《2.19)》 
由 8$ 工 的 例 工 知道 , 它 的 平 奖 点 在 (z， 贞 = (0 0) 处 出 现 叉 形 分 盆 
〈 见 图 二 也， 取 抗 动 系统 
世 一 由 (2 国王 pe 一 如 一 ai， caER (2.20) 
当 w 和 0 时 ， 又 形 分 岔 消失 ， 但 出 现 极 限 点 分 贫 ， 图 3-31 给 出 
a>0 时 芍 分 贫 图 .再 取 另 一 个 扰动 系统 


放 


卫 -ga(a，j 语 ) 亚 fi 好 一 同一 Ba2. PER (3.2 人 
当 6#0 时 ， 又 形 分 贫 亿 消失 ， 而 出 现 极品 点 分 岔 和 超 站 界 分 希 . 
图 3-23 给 出 B>0 时 的 分 岔 图， 由 此 可 见 ， 单 参数 系统 (2,19) 的 
分 从 性 态 会 随 扰动 而 改变 , 从 而 没有 保持 性 1. 


则 2-21 图 “2-22 狗 2-23 


如 果 动 力 系统 的 分 岔 性 态 不 随 任何 小 扰动 而 改变 ， 风 称 它 是 
通 有 ( 非 退 化 ) 的 ; 反之 ,由 称 它 是 退化 的 - 对 于 单 参 数 向 量 场 族 的 平 
衡 点 分 盆 ， 只 有 鞍 结 分 岔 (极限 点 分 贫 ) 和 非 退 化 替 普 夫 分 岔 是 通 
有 的 (参看 $14), 对 于 -- 维 单 参数 映射 的 不 劲 点 分 贫 , 只 有 散 结 分 
贫 和 倍 周期 分 岔 是 通 有 的 。 小 扰动 不 会 影响 通 有 分 贫 的 性 态 ， 而 
退化 分 贫 则 不 然 ， 因 此 ， 可 以 认为 通 有 分 岔 是 “稳定 "的 ， 而 退化 
分 岔 是 “不 稳定 的。 我 们 将 会 看 到 ， 通 过 适当 引进 附加 参数 的 方 
法 ( 即 “ 开 折 ” 的 方法 ), 可 以 把 退化 分 岔 扩展 成 通 有 分 盆 . 

刚 注 史 在 前 而 的 分 贫 研 究 中 , 我 们 只 关心 当 参 数 在 分 盆 公 
附近 时 动力 系统 的 定性 此 态 的 变化 . 然而 ， 在 分 岔 参数 的 整个 变 
化 范围 内 , 系统 可 能 相继 地 在 不 同 的 分 岔 值 处 出 现 分 岔 . 例如 , 图 
和 23 所 示 的 平衡 点 分 从， 当 关 一 各 时 从 基本 解 z-0 和 分 出 "初级 
分 岔 解 岂 接着 当 凡 = ja 时 又 从 初级 分 岔 解 分 出 "二 级 分 贫 解 "这 
种 级 联 分 荔 密 切 联系 着 分 贫 的 模 态 相 瑟 作 用 ， 它 对 于 研究 动力 系 
统 随 参数 演变 的 全 局 过 程 有 重要 作用 . 

附注 3 前 面 的 讨论 主要 针对 有 限 维 动力 系统 的 时 间 演变 行 
为 的 分 岔 现象。 对 于 无 限 维 动力 系统 (例如 连续 介质 系统 )， 其 状 
这 时 未 才 虑 对 称 性 ， 至 于 有 对 称 性 俏 形 ,可 参 着 & 
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态 通常 用 与 时 间 和 空间 有 关 的 牙 数 撒 述 ， 它 的 按 一 定 规律 分 布 的 
时 空 有 序 结 构 称 为 班 图 (pattern)i， 不 同 的 资 图 在 一 定 前 条 件 
下 可 以 相互 转化 ， 有 时 还 会 出 现在 一 个 系统 中 多 个 班 图 并 存 的 
现象 ， 班 图 动力 学 ( 即 玫 图 的 形成 和 演变 ) 与 无 限 维 动力 系统 的 分 
贫 和 时 空 混 沌 等 问题 密切 相关 ， 近 年 来 发 现在 一 些 无 限 维 耗 散 系 
统 中 存在 有 限 维 的 惯性 流 形 和 全 局 吸引 子 a， 这 表明 我 们 可 能 利 
用 对 有 限 维 动力 系统 前 研究 去 了 解 无 限 维 耗 散 系统 的 长 时 间 渐 近 
行为 , 从 而 对 斑 图 动力 学 研究 提供 有 力 的 工具 . 

附注 笃 动力 系统 可 分 为 两 大 类 ， 确 定 的 和 随机 的 . 确定 的 
动力 系统 可 以 用 确定 性 函数 描述 其 状态 ， 随 机 的 动力 系统 包含 大 
量 样 本 , 从 单个 样本 来 看 , 其 变化 是 无 规则 的 ; 但 是 从 总 体 来 看 , 具 
有 一定 的 统计 规律 性 . 因此 ， 需 要 在 建立 数学 模型 时 将 各 种 不 确 
定 因素 化 为 随机 变量 或 随机 过 程 , 并 用 概率 密度 函数 或 期 望 . 高 阶 
矩 等 统计 特征 量 去 描述 随机 系统 的 特性 , 于 是 , 在 随机 动力 系统 的 
定性 研究 中 ， 通 常用 于 确定 性 系统 动力 学 的 拓扑 性 质 的 提 法 已 经 
失去 意义 , 代 之 的 是 不 变 测度 ( 即 系统 响应 的 稳 态 联合 概率 密度 函 
数 )、 李 雅 营 诺 夫 (A.M.-Tanyaoa) 指 数 、 有 效 势 等 概念 ， 因此 , 我 们 
不 能 用 传统 的 方法 去 定义 和 研究 随机 分 岔 现象 ， 随 机 分 岔 通常 是 
指 由 参数 的 随机 拓 动 引起 动力 系统 定性 行为 的 变化 ， 非 线性 随机 
系统 的 稳定 性 由 其 线性 化 系统 的 最 大 李 收 普 诺 夫 指数 确定 ， 一 般 
认为 当 最 大 李 雅 普 诺 夫 指数 为 0 时 就 发 生 随机 分 盆 、 由 此 可 网 . 
研究 随机 分 岔 的 一 个 关键 问题 ， 是 计算 非 线性 随机 动力 系统 的 李 
雅 普 诺 夹 指数 .目前 ， 对 随机 分 岔 的 研究 刚刚 开始 ， 对 有 关 的 医 
念 和 方法 ， 尚 需 深入 探讨 。 本 书 中 仅 讨论 确定 性 系统 的 分 岔 问 
题 . 

总 的 来 说 , 产生 分 贫 前 银 小 在 于 非 线 性 系统 的 奇异 性 ， 在 这 
里 , 奇异 性 有 着 广泛 的 含义 , 它 可 以 反映 为 动力 系统 的 结构 不 稳 记 
性 映射 的 退化 性 和 几何 图 形 的 奇 点 性 质 等 . 

+ 亦 称 为 图 样 . 图 象 承 派 瞳 等 - 
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8 3 分 贫 的 一 些 应 用 


本 节 介 绍 分 甸 的 一 些 著名 的 应 用 ， 这 有 助 于 读者 加 深 对 分 贫 
本 质 及 其 实际 应 用 的 认识 ， 这 里 只 介绍 这 些 重 要 范例 的 数学 横 型 
和 分 和 盆 现象, 以 后 再 对 其 中 的 一 些 问题 作 深入 分 析 ， 

工 ， 弹性 结构 的 屈曲 

弹性 结构 的 慑 赐 是 常见 的 固 迟 力 学 失 稳 现 象 . 杆 、 取 、 薄板 、 
藉 光 等 在 一 定 的 外 载荷 下 会 出 现 屈 曲 . 从 数学 上 说 ， 弹 性 结构 在 
静 载 荷 下 出 现 员 曲 可 以 归 铺 为 弹性 力学 平衡 方程 解 的 多 信 性 问 
题 , 因此 是 下 态 分 贫 问 题 ， 利 用 分 人 理论, 不 但 能 得 到 局 曲 刚 出 现 
时 的 临界 载荷 ( 即 分 岔 值 )， 而 且 能 对 届 曲 状态 进行 定性 或 定量 分 
析 eeveom、 

这 里 讨论 压 杆 的 届 曲 问题 、 考虑 一 根 等 蕉 面 的 弹性 细 直 杆 ， 
它 的 端 部 受到 压力 已， 当 了 较 小 时 , 杆 件 处 于 单纯 球 缩 状态 ,无 
横向 变形 .但 当 大 于 某 个 临界 值 时 ， 杆 件 发 生 弯 曲 ， 存 在 横向 
变形 , 这 种 现象 称 为 届 曲 , 或 称 失 稳 . 

设 杆 的 长 度 为 届 曲 在 (zs，g) 平面 上 进行 ， 且 屎 曲 不 改变 
杆 长 ， 用 * 表示 从 原点 CD 起 沾 杆 的 弧 长 ，0<s<p v(s) 表 示 变 形 
村 的 切线 与 忆 轴 之 间 的 洋 胡 ( 苑 图 3 -1)，9%(s) 才 示 变 形 杆 的 横 疝 
位 移 ， 杆 的 弯 矩 平 衡 方程 为 

BTuw- 一 Py 《3. 全 
其 中 互 为 杨 氏 弹性 模 量 , 工 为 截面 懂 性 矩 ，w 表示 &% 对 * 的 导数 . 
考 虐 到 久 一 sini 并 记 几 = 卫 / 召 f, 可 得 方程 
一 一 上 sinw=0. 0<s<T (3.2) 
设 丁 的 两 端 铵 接 , 于 是 有 边界 条 件 
ol(0) 一 几 (一 0 (3.9) 
沁 Oo"L0 引 为 区 间 [, 下 二 连续 的 实 函 数 全 体 ， 并 引入 范 数 
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io= 聘 下 17(8)1. 记 Orfo, 避 为 区 间 [o, 如 上 有 直到 放 芥 连续 导 


数 (t>>J1) 的 实 函 数 全 体 , 并 引入 范 数 | 7 有 =mmaxfjjjlo | 产 jo …， 
1 rs， 我 们 定义 巴 拿 赫 空 间 
殖 一 妃 ECO2sf0 下 1w(0) = 人 =0， 多 =00[0 开 
和 喘 射 
要 : 和 党 x 民 -> 纪 ，。 到 (ao 1 一 一 训 一 疙 sm 

出 直 杆 的 平衡 问题 (3.2)、(3.3) 就 是 解 非 线性 方程 

加 (oz 凤 ) 一 人 《6 内 E 有 xx 民 (3.4) 
前 问题 ， 静态 方程 (3.4) 对 任何 上 ER 都 有 平凡 解 % -~ 0, 它 对 应 
村 的 无 屈曲 状态 我 们 称 %= 0 为 基本 解 ， 丁 的 碳 申 状态 对 应 方 
程 (3. 台 的 非 平凡 解 & 夫 9， 因此 , 杆 的 届 曲 问题 就 是 研究 从 方程 
《3.4) 的 基本 解 分 出 非 平 几 解 的 静态 分 贫 问题 . 


图 3-1 
记 s=z(0), 图 3-2 给 出 了 方程 (3.4) 的 精确 解 的 分 贫 图 . 在 


分 盆 信 
Uph 二 和 区 
1 处 , 都 有 屈曲 解 从 基本 解 分 册 去 ， 于 是 , 对 
一 人 > 人、 于 kwECun pc， 方程 G- 鸭 除 基 本 解 
狼 还 有 双 个 而 曲解 和 (5 如)，…， ats, 
< 和 站， 它们 对 应 的 杆 的 届 旧 变形 腥 线 见 图 


3 8-8， 根 据 最 小 势能 原理 ， 可 知 当 0 王 玉 < 
TS 和 时 ,基本 解 是 稳定 前 而 当 > 时 , 基 
妈 33 森 鲜 是 不 稳定 的 . 于 是 ， 当 此 超过 届 ( 即 


下 访 吕 天 于 临 手 值 EL 时 ， 杆 件 失 稳 ， 并 出 现 局 曲 ， 出 最 小 势 
尼 


能 原理 还 知道 , 对 固定 的 凡 >8t, 在 各 个 屎 曲解 中 , 以 由 册 处 分 出 
去 前 解 的 势能 最 小 .因此 , 它 重 是 在 实际 中 观察 到 的 稳定 的 剧 晶 状 
态 . 

8， 非 线性 振动 的 分 贫 

振动 昆 让 然 界 利 工 程 技 术 中 的 重要 现象 ， 有限 个 自由 度 的 振 
动 系统 是 用 常 微分 方程 组 描述 的 ， 由 于 几何 物理 、 结 构 和 运动 等 
方面 的 直线 性 因素 的 影响 ， 使 非 线性 振动 系统 出 现 许多 线性 振动 
所 没有 的 现象 ， 特 别 是 分 岔 和 混沌 现象 . 这 里 以 玫 个 单 自由 度 振 
动 系统 的 分 贫 回 题 说 明之 . 

振动 系统 出 现 自 激 振 动 ， 对 应 着 在 机 空间 中 产生 稳定 极限 环 
的 分 贫 现 象 ， 例 如 单 自由 度 振 动 系统 


姜 RE 十 28 上 2 一 人 ER， NER (3.5) 
它 可 以 写成 平 盏 系统 
人 
。 民 3 3.6. 
| 人 @ 的 EGG. 


当 雳 数 几 变动 时 ， 系 统 (8.6) 的 相 图 的 变化 如 图 47 所 示 . 因此 ， 
在 册 一 0 处 出 现 超 临界 直 普 夫 分 贫 〈 见 图 3 8()。 此 系统 在 吕 > 
0 时 存在 自 激 振 劲 ， 又 如 , 由 著名 的 范 条 小 (B. Van der PoI) 方 程 


2 二 HA(z2 一 1)2 二 oz-0 wER，HER (3.7) 
名 述 的 振动 系统 可 以 写成 平 曾 系统 

一 肪 

5 (3. 

人 人 


原点 是 系统 (8.8) 的 平衡 点 . 它 在 几 <<0 时 是 稳定 焦点 ,在册 <0 
时 是 中 心 ， 在 只 >0 时 是 不 稳定 焦点 ， 攻 外， 在 >>0 时 还 存在 一 
个 稳定 极限 环 ( 见 图 9-4， 系 统 (3.8) 在 上 0 处 出 现 的 分 贫 称 为 
“ 庭 卡 菜 分 岔 ”， 此 系统 在 HA>0 时 也 存在 自 激 振 动 
接着 考虑 单 自由 度 强 迫 杜 芥 (G, Du 人 ng) 振动 系统 

厂 十 NG 十 十 29 一 广 cogab ER (3.9) 

莫 中 心 是 强迫 力 的 名 频率 , 彤 和 了 是 焉 的 常数 ， 图 3-5 纵 出 在 
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&、 了 图 定 时 由 报 动 法 得 到 的 强迫 振动 振幅 4 与 频率 之 问 的 
关系 ( 即 幅 频 响 应 曲线 ) 、 量 见 , 在 此 晶 线 上 的 点 和 G 处 出 现 极 
女 点 分 盆 . 它们 对 应 着 系统 8.9) 的 强迫 振动 周期 解 分 盆 . 事实 上 ， 
当 0<o<al 和 >os 时 ，(3.9) 只 有 一 个 稳定 的 周期 解 ; 当 巴 一 
aa 和 时 有 两 个 周期 解 面 当 os<o<os 时 有 三 个 周期 解 ， 其 
中 两 个 是 稳定 的 ， 一 个 是 不 稳定 的 ， 令 强迫 力 的 频率 呈 认 0 开始 
缓慢 地 增 大 , 相应 的 强迫 振动 振幅 将 灌 曲 组 号 BO 厂 变化 ， 并 在 点 
刀 处 突然 下 降 到 点 吾 然后 河曲 线 眉 召 P 变化 . 相反 地 ， 若 这 从 
很 大 的 数值 缓慢 地 碱 少 , 则 振幅 将 沿 曲线 段 丈 至 G 变化 , 并 在 点 多 
处 突然 上 升 到 点 CQ， 再 滑 曲 线段 OB 变化 , 这 是 突 友 现 象 在 振幅 
发 生 突 磺 的 同时 ， 相位 也 发 生 突 跃 .此 外 ， 当 闫 率 o 增 大 时 ， 系 
统 状态 由 上 半 支 曲线 的 点 刀 下 跷 到 下 半 支 曲线 的 点 吾 , 但 是 当 频 
率 儿 喊 少时 ， 系 统 在 于 半 支 由 线 上 不 是 在 点 召 而 大 挫 迟 到 点 侠 
处 才 上 斤 到 上 半 支 曲线 。 对 上 学 支 昌 线 ， 亦 有 类 似 情况 ， 这 是 洛 
后 现象 突 跃 和 滞后 都 是 典型 的 非 线性 振动 现象 ， 并 与 分 岔 密切 
相关 . 

在 各 种 共振 情况 下 , 有 强迫 激 励 参数 激励 或 自 激励 的 非 线性 
振动 系统 在 不 同 的 参数 范围 内 可 能 存在 不 同 的 氮 动 形态 ， 从 面 出 
现 复 困 前 分 岔 现 象 ( 如 闭 轨 分 岔 、. 环 而 分 岔 .次 谐 或 超 谐 分 贫 ) 以 至 


此 学 反应 器 是 集中 变量 茶 统 ， 通 常用 常 微 分 方程 组 描述 其 变 
化 规律 ， 化 学 到 点 器 中 拱 现 的 分 贫 现 象 包括 多 重 平衡 态 和 时 间 振 
葛 行 为 的 产生 下 其 稳定 性 的 改变 等 ， 这 些 现象 都 是 由 化 学 反应 过 
程 的 复杂 机 制 亡 决 定 的 .利用 分 贫 理 论 对 化 学 反 皮 器 作出 定性 或 
定量 前 描述 ， 就 可 以 使 设计 者 能 在 较 帘 的 参数 范 园 内 选择 化 学 反 
应 器 的 最 沉 设 计 方 案 ， 并 在 运行 中 进 


行 有 效 的 控制 . 长 区 < 本 人 
连 统 没 六 训 式 反应 器 (STR) 是 2 

一 种 重要 的 基本 化 学 反应 器 ( 见 图 

3-6)、 初 始 波 度 和 温 庶 分 别 为 0, 和 素 

到 的 反应 物 4 以 一 定 的 流 率 输入 反 人 

应 喘 。 在 芭 应 器 中 ， 反 应 物 被 充分 提 四 a.6 


拌 并 发 生化 学 反应 ， 在 反应 器 中 ， 反 应 物 的 浓度 和 温度 今 别 为 o 
和 外 .它们 是 空间 均 多 的 , 但 可 以 随时 间 变化 . -部 分 反应 物 ( 所 目 
比例 为 ) 会 随 着 生成 物 召 离开 反应 器 在 化 学 反应 过 程 中 产生 
的 热量 通过 冷却 器 带 走 , 冷却 剂 的 温度 为 了。- 
GSBITR 的 一 级 放 东 不 可 逆反 应 过 程 4 -* 卫 的 质量 和 能 量 平 
衡 关系 可 写成 无 量 纲 形 式 的 方程 组 =， 
人 各 一 Xg 了 了 寺 一 急 吾 ( 思 )， 
= 一 M8+RDGT 一 切 吾 (人 一 6D(9 一 go)， 
其 中 y= (Or 一 0)/O 是 无 量 网 反应 物 浓度 , 9 一 7 (了 一 21)7Z7 是 无 
量 岗 反应 淘 强 度 ，y 8 和 局 分 别 为 无 量 纲 活化 能 、 友 应 热 和 热 实 
换 系数 ，b。= 7( 人 ,一 和 50)/2y 是 无 量 岗 冷却 剂 温度 ， 刀 是 达 姆 克勤 
《Damk5hler)] 数 ， 吾 (8) ~ exp[B(LTW7) 研究 表明 ， 系 统 
《3.10) 有 多 种 静态 和 动态 分 贫 模式 ， 且 当 刀 达到 某 个 临界 值 时 ， 
会 出 现 平衡 态 或 周期 态 的 突 路， 这 就 是 化 学 反应 中 的 “着 发 (或 
“ 笠 灭 7) 过 程 ， 
复杂 的 化 学 反应 器 系统 包含 多 种 反应 物 、 多 个 反应 步 又 多 
个 反应 只 等 哺 着 状态 变量 数目 的 增加 ， 系 统 将 星 现 更 丰富 的 分 
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(3.10) 


盆 行 为 . 
4， 执 对流 系 统 和 洛 伦 冀 系统 的 分 信 
热 对 党 问 题 在 大 气 物理 学 .天 体 物理 学 、 深 液 力学 和 工业 技术 
让 都 有 重要 应 用 考虑 底部 受热 的 光 勾 厚 度 的 水 平流 体 层 ， 设 庶 
部 温 诬 gr 高 于 项 卷 温度 PP, 且 流 体 受到 重力 作用 ( 见 图 3-7). 当 
底部 流体 受热 彩 联 时 ， 下 面 的 流体 密 
诬 小 于 上 面前 流体 密度 ， 于 是 ， 在 重 
机 力 场 中 , 上 面 的 流体 有 下 沉 的 趋势 , 而 
下 面前 流体 有 上 浮 的 趋势 。 然而 ， 在 
油 度 梯度 很 小 时 ， 由 于 流体 粘性 的 阻 
胃 3-7 码 , 流体 处 于 稳定 的 静止 状态 , 在 流体 
内 部 只 有 售 传 导 ， 温 度 随 高 度 成 线性 变化 。 只 有 在 温度 梯度 较 大 
时 ; 流体 的 静止 平衡 状态 失 稳 , 才 出 现 热 对 流 运动 , 通常 称 为 瑞 利 - 
贝 纳 特 (Lord Rayleigh-~ 互 .Rinard) 对 流 . 实验 表 本 , 当 温度 梯度 
超过 某 个 临界 佳之 后 就 出 现 热 对 流 . 起 初 它 是 定常 泣 动 , 其 内 部 自 
发 地 形成 坑 划 的 对 流 狗 腔 , 这 些 胞 下 通 常 是 水 平 的 长 柱 形 , 其 裁 面 
是 矩形 。 但 有 时 也 可 以 出 现 裁 面 为 正三 角形 、 矩 形 或 正六 角形 的 
愤 直 旋 腔 ， 我 们 可 以 把 流体 的 静 平衡 状态 作为 基本 状态 ， 从 而 上 
述 定常 热 对 流 状态 就 是 初级 分 售 状 态 ， 随 车 温度 梯度 进一步 增 
大 , 还 会 出 现 其 他 的 分 贫 , 并 且 最 终 变 为 测 流 ceool. 
假设 在 流体 动力 学 方程 组 中 , 除 重力 项 外 , 在 其 他 各 项 中 都 取 
密度 为 常数 ; 在 重力 项 中 , 密度 是 温度 的 线性 函数 , 而 与 压强 无 关 ， 


自 上 出 边界。 休 一 各 


自由 边界 荆 = 了 0 


子 是 得 到 无 量 岗 形式 的 基本 方程 组 : 
十 (入 一 一 VD 二 POPrV2Dy 
V.0 一 0， (3.117 


信和 (DVD8 一 V 缠 十 再 ct 


其 中 #%= (ww 风 2)、 包 8 分 别 为 无 量 网 的 速度 向 量 、 正 强 和 温度 , * 
贡生 直 向 上 ,大 是 沿 “ 轴 正 向 的 单位 向 量 ，Pr 和 妃 。 分 别 为 普遍 特 、 
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人. Prana 旨 ) 数 和 瑞 利 数 , 其 定义 如 下 : 
纪 


了 了， 了 


站 志 《3.1 


7” %,、w% 是 流体 的 运动 粘性 系数 热传导 系数 和 热膨胀 系数 , 9 是 重 
方 加 速度 ，42 =- 了 o 一 3 五 为 流体 层 的 厚度 ， 方 程 组 (8.11) 通 党 
称 为 奥 勃 贝克 - 波 辛 尼斯 克 (Dberbeck-J.Boussinesq) 方 如 组 . 它 
可 以 用 来 对 瑞 利 - 兵 锁 特 热 对 流 的 分 岔 问题 进行 理论 分 析 . 

图 3-8 给 出 了 不 同 的 热 对 流 状态 
之 癌 的 转变 关系 .曲线 工 对 应 由 静止 
状态 向 定常 二 维 热 对 流 (柱状 对 流 ) 的 
过 滤 ， 曲线 开 对 应 向 定常 三 维 对 区 
沟 的 过 滤 。 曲线 TI 对 应 向 非 定常 ”区 
三 维 热 对 流 的 过 渡 (其 中 曲线 IIie 和 
TIR 之 同 是 尚未 清楚 的 区 域 )， 在 曲 南 = 汪 和 
线 TV 的 上 方 将 出 现 有 更 高 天 率 (例如 倍 频 ) 的 非 定 常 热 对 流 ， 其 
后 , 在 曲线 Y 上 方 对 应 的 流动 已 完全 变 为 测 注 了 . 

除了 重力 之 外 ， 表 面 张力 也 是 在 局 部 受热 的 流体 中 出 现 热 对 
流 的 一 个 重要 原因 ， 当 流体 表面 局 部 地 受热 时 , 表面 张力 变 小 , 谈 
处 的 流 条 被 邻近 表面 拉 开 ， 了 从 而 引起 局 部 压强 下 降 和 流体 从 下 竺 
上 流 . 这 种 由 表面 张力 引起 的 热 对 流 现 象 称 为 热 志 细 管 对 流 或 马 
将 兰 哥 尼 (Marangoni) 效 应 ， 它 也 存在 丰富 的 分 岔 现象 ， 通常 的 
邹 对 流 是 重力 与 才 面 张力 共 己 作用 的 结果 . 

洛 伦 效 ( 卫 : X. Lorenzg) 讨 论 了 柱状 胞 腔 情 形 ， 这 是 在 抑 形 区 
域 中 的 二 维 热 对 流 问 题 . 考虑 到 流体 的 不 可 压缩 性 条 件 Y“p- 9， 


速度 场 ， 可 用 注 丽 效 由 代替 ， 使 得 #= ( -下 ， 弛 )， 候 设 注 了 


数 由 和 温度 9 在 矩形 区 域内 可 对 空间 变量 展 成 伟 里 时 级 数 , 其 系 

数 与 时 间 上 有 关 ， 将 铺 里 叶 展 开 式 代入 方程 组 (3.11)， 并 只 取 头 

三 个 模 态 进行 截断 , 便 得 到 出 三 个 一 阶 常 微分 方程 构成 的 方程 组 : 
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定常 柱状 对 这 
工 


支 -=- -af( 工 一 了)， 
立 =rX -了 了 一 工 ， (3.18) 
- 了 了 一 52， 
其 中 工 全 和 荆 (分别 是 流 函 数 和 温 座 的 情 里 叶 展 开 式 的 第 一 项 
韵 系 数 ，( 芒 反映 沿 垂 线 的 温度 型 。 在 方程 组 (3.18) 中 的 常数 
有 :. = 了 ( 普 朗 特 数 )，r=~ 妃 s( 瑞 利 数 )，8 一 4/C1+a)， 6 是 给 形 
前 长 宽 比 方程 组 (3.13) 称 为 洛 伦 兹 系统 ， 详 细 的 理论 和 计算 分 
析 表 明 "， 洛 伦 兹 系统 存在 复杂 的 动力 学 行为 ， 包 括 平 衡 点 的 又 
形 分 售 和 窗 普 夫 分 盆 , 团 轨 的 叉 形 分 盆 、 通 结 分 贫 和 倍 周 期 分 贫 ， 
同 瘤 轨 线 分 盆 等 和 混沌 运动 . 
与 洛 耸 花 系 统 类 似 的 还 有 洛斯 勒 (D. 瑟 . RSssler) 系 统 : 
一 一 王 -用 
| 小 十 w; 《3.14) 
芭 一 0 十 终 ( 万 一 )， 
其 中 上 5 是 常数 。 与 洛 伦 区 系统 不 同 ， 洛 斯 勤 系统 不 具有 对 称 
性 ， 然 而 , 它 同 拌 具 有 复杂 的 动力 学 行为 ， 
问 、 旋 转 流体 系统 的 分 盆 
在 容器 内 部 (例如 圆 简 或 球 而 之 问 ) 的 旋转 流体 在 不 同 的 条 件 
下 会 呈现 复杂 的 动力 学 行为 ， 这 里 考虑 在 两 个 同 轴 的 转动 圆 简 之 
则 的 粘 姓 沈 体 的 流动 的 分 岔 问题 ”> co 内 、 外 网 简 的 转 动 角 还 
度 分 别 为 9 和 , 先 讨论 外 图 简 萝 止 (Da= 0) 
的 情形 当 2 很 小 时 ， 演 体 绕 圆 简 的 轴线 作 
水 平 圆周 运动 , 称 为 库 塔 (M. Couette) 流 动 . 当 
中 超过 某 个 临界 值 Ce。 时 ,均匀 加 周 流动 失 稳 并 
出 现 新 的 定常 流动 一 -泰勒 灌流 ( 见 图 83-97. 
这 种 流动 是 轴 对 称 的 ， 沿 着 圆 简 轴线 方向 规则 
胃 39 地 分 布 着 旋涡 ， 相 邻 的 旋涡 是 反 向 的 . 除了 旋 
涡 运 动 之 外 流体 还 绕 某 加 人 简 轴线 运动 . 如果 继续 增 大 2， 便 之 
达到 新 的 临 并 值 尿 , 泰勒 涡 流 就 变 得 不 稳定 , 并 出 现 波状 满 流 . 这 
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称 流 动 嘴 非 定常 欧 , 旅 混 不 但 灌 阁 轴线 六 向 规则 好 分 布 , 可 日 以 波 
动 方式 绕 着 始 简 轴线 运动 再 进一步 增 大 Di, 还 会 轴 到 调制 波状 
涡流 等 , 最 后 通过 濡 流 状 的 泰勒 涡流 发 展 为 完全 的 涂 流 . 
接着 讨论 其 他 情形 。 对 于 内 圆 简 兰 止 (2,= 0) 的 异形 , 流体 始 
终 是 上 圆 简 轴 线 作 圆周 运动 。 至 于 两 个 图 简 都 转 巧 的 情形 ， 波 动 
前 情况 更 为 复杂 ， 例 如 ， 在 不 同 条 件 于 会 出 现 螺旋 涡流 、 捏 状 涡 
流 、 交 叉 间 旋涡 流 、 问 区 涡流 、 螺 族 济 流 等 .上 述 流 动 状 态 之 间 的 相 
所 转变 表明 , 在 同 铀 的 贺信 之 问 的 流动 存在 十 分 丰富 的 分 贫 现 象 . 
下 面 建立 在 内 外 贺 简 之 间 的 流动 的 基本 方程 组 和 边界 条 件 ， 
采用 圆柱 坐标 系 (r，g， 9), 并 记 流 动 速度 9 (D, 矿 ， 钱 ), 压强 为 
卫 ， 设 回 简 无 限 长 , 且 略 去 外 力 场 , 则 无 量 纲 形 式 的 流动 方程 组 可 
写成 24. 
i=V 吕 -37oyr2 一 Dr 一 已 一 如 [ID 
十 FUwr+ 厂 局 -Fajm， 
了 =Y 和 20wyr2-Pr/r2 二 Po/r 一 已 [DP 
PTwr 1 1 本 扩 + ， 
本 ,= Ye 了 一 一 已 [DB, 上 + 太 生 wy/r 二 且 本 由 
Us Dr 


(3.15) 


其 中 


加 工 -日 二 
7 让 羡 二 页 


y(CL-I]<r<l/G-2)(7 是 内 、 外 贺 简 的 半径 比 )，0<9<2r， 
一 ceo<s<eo, 豆 , 是 内 圆 篇 的 雷诺 数 , 即 妃 一 mil/ 台 是 外 、 内 
图 简 的 半径 之 善 ,> 是 运动 粘 竹 系数 、 在 内 、 外 联 简 表面 处 的 灯 性 
流体 的 无 滑 移 边界 条 人 性 为 

(人 )》 在 * 一 V (一 芒 处 《CPP 琴 ) 一 (0 了 0) 

位 ) 在 * 一 世代 一 太 处 《DT， F, 玉 ) 一 (0 wm 0)， 
其 中 忆 是 角 速 度 之 比 2ayB， 利 用 上 述 方程 组 利 边 姓 条 件 ， 可 以 
研究 各 种 分 岔 流动 状态 及 它们 之 间 的 相互 关系 - 
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8， 反应 -扩散 系统 萝 分 岔 

许多 化 学 反应 中 辐 时 存在 反 冰 和 扩 若 过程、 考虑 由 个 组 分 
组 成 的 反应 -扩散 系统 , om 基 第 天 个 组 分 的 密度 (一 十 …， 了) 它 
们 通常 是 时 间 + 和 空间 变量 = 《ca …，?%o) 的 函数 . 取 系 统 的 状 
坊 变量 &- (wu …，um) 和 控制 参数 靖 - (pt …，J). 在 大 多 数 情 
说 下 , 扩散 过 程 遵从 蕴 克 (人 . 卫 . Fick) 扩 散 定 律 ” 7 , 这 时 ,各 个 
组 分 由 于 空间 非 鸭 匀 性 而 引起 的 扩散 流 分 别 由 下 面前 向 量 表示 ， 

罗 一 一 肋 Vum 五 =T 《3.16) 

其 中 六 是 扩散 矩阵 作 一 坟 …， 友 )， 吾 ,是 正定 抑 阵 ， 在 应 用 中 
往往 是 对 角 和 矩 阵 ， 呈 可 以 是 与 密度 有 关 的 。 记 在 反应 中 各 个 组 分 
前 生成 率 分 别 为 户 ( 其 中 由 一 1 …， 思 )， 它 们 也 可 以 是 与 密度 等 
有 关 的 。 根据 各 个 组 分 前 质量 平衡 关系 : 
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和 3.16), 便 得 到 下 面 的 反应 -扩散 方程， 


2 一 VCDva) 上 Feat 有， 二 (3.18) 


特别 地 ， 当 到 ,都 是 对 角 和 矩阵 必 = 二 …， 他 )， 上 且 对 角 线 元 素 为 党 
数 回 时 ,方程 (3.18) 可 写成 


-aaa 问 ， 4 (8.9) 


其 中 本 称 为 扩散 系数 (~ 1 …， 司 )， 反 应 - 扩 散 方程 (3.18) 和 
《3.19) 是 二 阶 抛物 型 偏 微分 方程 ， 通 常 还 要 给 出 适当 的 初始 条 件 
和 边界 条 件 、 我 们 也 可 以 把 它们 作为 在 巴 拿 替 空间 上 的 半 动 力 蒜 
角 ( 见 附录 的 第 152 页 ) 去 处 理 . 

在 某 些 情 况 下 ， 例 如 对 二 元 系 的 相 不 稳定 区 中 的 自发 相 分 离 
过 程 ?, 非 克 扩 获 定律 不 再 定性 正确 了 . 这 时 ,要 对 扩散 定律 
作 重大 修正 。 一 个 著名 的 修正 是 申 时- 希 里 亚 特 (J, 到 . Oahn-~ 
本 也. Hilliard) 广 义 扩散 定律 : 

太一 DryuHoiy(vaa)， 4 (3.30) 
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其 中 扩散 拭 阵 了 Do 与 & 有关 ，gx 可 以 近似 地 看 作 一 个 正 澡 数 ， 把 
(3.30) 代 入 13.17), 便 得 到 四 阶 的 广义 反应 -扩散 方 往 ， 
和 -VCDivmw)-poyaor Pa 由 ， 
下 一 了 《3.31》 
与 方程 (3.18) 相 比 ， 在 方程 (8.31) 中 出 现 了 新 外 的 与 密度 的 四 阶 
导数 成 正比 的 项 , 它 反映 物质 的 空间 不 均匀 性 对 自由 能 , 继 之 对 扩 
散 流 的 响 ， 在 疯 烧 的 火 燃 面 传播 问题 也 会 遇 到 类 似 的 方程 we. 
反应 -扩散 系统 的 状态 一 般 与 时 间 和 空间 变量 都 有 关 , 吉 上 反 
应 和 扩散 过 程 的 相互 耦合 ， 因 此 ， 在 反应 - 扩 获 系统 中 必然 存在 复 
杂 航 动力 学 现象 ， 研究 表明 ， 非 线性 的 反应 和 扩散 之 癌 的 竞争 在 
一 定 条 件 王 合 导致 各 种 时 空 有 序 结构 (例如 空间 周期 定常 状态 (与 
# 无 关 )、 时 间 有 周期 状态 (与 到 无 关 )、 驻 波 、 行 波 等 ) 和 时 空 混沌 结 
构 ， 这 些 时 空 结构 的 形成 和 转化 , 都 是 反应 -扩散 系统 分 岔 问题 的 
研究 内 容 ， 这 里 介绍 两 个 在 反应 -扩散 系统 的 分 岔 研究 中 起 重要 
作用 的 模型 , 
布鲁塞尔 振子 (Brnsselator) 模 型 ( 亦 称 为 三 分 子 模型 ) 是 普 
里 高 津 (f，Prigogine) 等 在 1968 年 提出 的 一 种 化 学 动力 学 模 
型 em， 它 在 不 同 条 件 下 呈现 丰富 多 采 的 动力 学 行为 ， 因 此 是 一 个 
重要 的 理论 模型 ， 考虑 到 扩散 的 影响 ， 布 名 塞 尔 振子 系统 由 下 而 
的 方程 组 描述 
.3X -= 4 一 (8B 二 1) 互 十 总: 了 十 Diya 瑟 ， 
(8.99) 
人 BT 一 ED， 
其 中 并 .了 是 冰 种 反应 物 前 沪 度 ,Di、Do>0 直 扩 散 系 孝 4.3>0 
是 参数 ， 如 果 系 统 定义 在 有 界 区 域内 ， 则 在 边界 上 还 要 除 加 适 
当 的 边界 条 件 (例如 狗 利 克 雷 (P. G、Diriehle 切 条 作 或 诺 伊 星 (O- 
G. Neumann) 条 件 等 ). 
在 一 些 化 学 反应 过 程 中 , 即使 开始 时 反应 物 是 空间 均匀 的 , 但 
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旺 在 一 定 的 条 忻 下 可 以 观察 到 化 学 振 划 .空间 花样 、 化 学 波 等 时 空 
有 序 结 构 . 其 中 最 著名 的 是 贝 洛 索 夫 - 查 波 丁 斯 基 〈(B.B.Berocoa- 
入 -项 ,3Ea6oraKCNEH) 反 应 (简称 B- 马 反应 ) 这 是 一 类 在 以 金属 离子 作 
俯 化 剂 的 条 件 下 , 有 机 酸 ( 如 柠 宙 酸 、 丙 二 酸 等 ) 被 溴 酸 氧 化 的 化 学 
反应 sc, 为 了 在 理论 上 解释 B-2 反应 中 的 现象 , 诺 伊 斯 (R,.M. 
Noyes) 等 提出 一 个 简化 模型 ， 通 常 称 为 禾 勘 冈 振子 (Oregonator) 
模型 . 考虑 扩散 项 后 , 它 由 下 面 的 方程 组 撒 述 ， 


本 和 4 开 一 各 是 瑞士 有 as 下 王 一 214 丰 ?十 站 1V2 瑟 ， 


| 妈 - 一 4 了 一 太古 了 十 Piog 上 DaV2， (8.29) 


伍 一 可 B 生 -18 二 Dev 


其 中 下 .了 . 开 是 三 种 反应 物 的 浓度 ，4. 召 是 常数 ， 妨 .加 是 反 
应 连 率 常数 , Di.D。 和 Ps 是 扩散 系 救 ,/ 是 某 个 化 学 计量 系数 .此 
外 ， 人 和 们 还 提出 了 其 他 的 模型 9 这 些 模型 的 研究 ， 不 仅 表明 了 
平面 波 . 螺 旋 波 、 靶 环 波 等 的 存在 性 , 并 显示 了 张弛 振动 的 特征 . 

最 后 指出 ， 如 果 反 应 -扩散 系统 是 空间 均匀 的 ， 即 由 一 xm 人)， 
英 中 有 = 十 …， 他 ， 则 不 存在 扩散 过 程 ， 反 这 - 扩 散 方 程 成 为 一 阶 
沼 竹 分 方程 (组 )， 此外， 如 果 反 应 -扩散 系统 是 与 时 间 无 关 的 ， 即 
几 =tx(8)》， 其 中 大 = 二 …， 邓 , 则 反应 -扩散 方程 成 为 静态 方程 . 

了 7- 生物 系统 的 分 岔 

在 生物 系统 中 , 从 亚 细 胞 水 平 的 生物 化 学 反应 和 了 膜 结构 细胞 
水 平 的 调节 、 超 细胞 水 平 的 形态 发 生 、 各 种 器 官 和 神经 的 活动 、 喜 
到 生物 群体 和 社会 的 进化 、 竞 争 、 苏 作 和 信息 传递 等 ， 都 是 极 复杂 
的 非 线性 问题 "5， 我 们 要 深入 了 解 各 种 生物 现象 ， 就 必须 对 不 辐 
层次 的 生物 系统 的 动力 学 行为 进行 详细 的 分 析 ， 巾 于 在 分 子 的 范 
转 内 ， 输 运 (如 扩散 、 对 流 、 离 子 迁 移 等 ) 和 反应 (特别 是 酶 反应 ) 是 
生化 振 费 与 有 序 结 构 的 形成 和 演 亮 的 主要 机 理 , 因此 反应 -扩散 系 


如 


统 在 生物 非 线 插 动 力学 研究 中 起 着 重要 的 作用 ， 这 里 仅 对 新 陈 代 
谢 过 程 的 精 酵 解 反 应 和 神经 纤维 的 信号 发 生 与 传递 过 程 的 模型 作 
人 简单 的 介绍 . 

糖 配 解 过 程 是 在 生物 体 的 新 陈 代谢 循环 中 由 葡 欧 糖 转化 为 乳 
酸 的 过 程 . 它 是 为 生命 提供 能 量 的 过 程 , 对 维持 生命 起 着 极为 重 
村 的 作用 ， 糖 醇 解 反应 的 总 过 程 可 表示 为 "2 


GLU+34ADP+3PEi 一 > 2LAO 十 3ATP， (8.34) 


其 中 GELU 代表 葡萄 糖 , ADP 代表 二 磷酸 隐 得 , Fi 代表 磷酸 ,LAQ 
代表 乳酸 ,ATP 代表 三 碍 酸 跟 站 . 人 体 中 各 种 组 织 活动 所 需 的 能 量 
要 靠 ATP 提供 , 实际 的 糖 酵 解 反应 过 程 是 在 各 种 酶 的 作用 下 进行 
的 ， 中 间 过 程 至 少 涉及 十 多 种 中 间 化 合 物 和 各 种 生物 催化 剂 一 一 
酶 ,主要 的 中 间 产 物 是 F6P (磷酸 果 精 )、 了 DP (二 磷酸 果 浪 )、PEP 
( 醇 酸 烯 醉 丙酮 琶 ) 、FYR( 西 醋酸) 和 ATP， 下 面 以 [”] 表 示 涩 
度 , 糖 枚 解 反应 方程 可 与 为 

@[F6P1 

朝 
2[FDPI1 

喇 


< 一 2ps 一 ta 《3.25) 


QZ[PYRI] 
骨 


一 儿 一 2 


一 如一 ， 


一 凤 一 my 


也 [ATR] 
明 


其 中 心 是 各 主要 中 间 反 应 步 台 的 反应 速率 (了 …， 6): 


侨 一 辐 


一 一 妇 一 49 二 208 十 一 987 


2 一 [了 RPR6P](te 十 如 BEATP]"7 [AMP]"+[P6P] -二 
友 一 让 [EDH] 一 [2BP]j2 
搁 


ai 一 efPEP]17( 妈 二 入 妨 [ATP]nA[RDP] 二 [PEP]7)-35 
外 一 如 [PPY 习 ]， 
an 一 襄 [LATP]. 


AMP 我 表 一 磋 酸 腺 华 ，0、5.o、 和 ov、 有 .Bo Bommsmsa 有 .7y 为 适 
当 的 参数 , 它们 的 值 取 决 于 实验 条 件 ， 此 外 , 还 有 关系 式 ; 


faATP1[AMP] [ADP]1- 一 五 ， 《3.36)》 
[ATPE]+EADBP]+[AMPF]= 4 (3. 玖 ) 


其 中 五 是 平衡 常数 ，4 是 腺 紧 叭 核 华 酸 的 总 浓度 ， 数 信 计 算 和 
实验 都 观察 到 持续 的 拔 荣 行 为 和 从 普 夫 分 盆 ， 前 面 的 分 析 是 在 空 
侗 均匀 的 情况 下 给 出 的 . 如 果 对 活体 或 没有 充分 搞 拌 的 实验 ,， 反 
应 物 不 是 空间 均匀 的 , 我 们 不 能 忽略 扩散 过 程 及 系统 的 几何 形状 、 
边界 条 件 的 影响 。 这 时 要 在 方程 (3. 人 6) 中 加 上 扩散 项 ， 并 要 考虑 
边界 条 件 ， 研 究 表明 了 在 一 定 条 件 下 会 出 现 与 时 间 有 关 的 时 空 有 
序 结构 (如 驻 波 、 传 播 波 或 空间 均匀 的 振 牙 等 ) , 

杭 经 系统 (如 大 脑 皮 层 ) 由 大 量 神 经 元 构 志 ， 神 经 元 通常 由 细 
更 体 - 树 突 ( 即 输入 端 ) 和 轴 突 ( 即 输出 端 ) 组 成 。 一 神经 元 的 轴 突 
与 另 一 神经 元 的 树 罕 的 结合 部 称 为 突 急 。 每 个 神经 元 可 有 10 
18 个 突 触 ， 它 们 决定 神经 元 之 间 的 相互 作用 强度 和 人 性质 ， 神 经 
系统 是 一 个 广泛 连接 的 高 度 非 线性 的 动力 系统 .虽然 每 个 神经 元 
的 结构 和 功能 十 分 简单 ， 但是 由 大 量 神经 元 构成 的 神经 系统 的 动 
力学 行为 是 十 分 复杂 的 . 令 玉 表示 细胞 膜 电 势 , 它 通常 是 时 间 和 
空间 变量 的 函数 . 我 们 可 以 通过 矿 的 变化 去 了 解 在 神经 系统 中 信 
号 发 全 与 传递 前 过 程 ， 一 个 著名 的 模型 是 惟 特 金 (4A， 工 . 
了 odgkin) 和 替 欧 斯 利 (入 , 了 . 吾 nxley) 在 1953 年 在 研究 柔 鱼 的 
大 轴 罕 时 建立 的 "、 记 工 为 外 加 的 电流 ，ma 为 锁 离 子 活化 率 , 玉 
为 钠 离 子 施 化 率 ，? 为 全 离子 活化 率 ， 豆 匡 模型 由 下 面 的 方程 组 
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一 ge 和 (一 克 wa) 一 gun 人 一 天) 
一 纪 ( 克 一 FFz) 十 e( 抱 ， 


本 


(3.38) 


其 中 gwnsgesgz wo、PFx 了 :为 常数 ，m hn 为 稳 态 值 rm 
mm、rn 为 特征 时 间 ，C 〇 、 也 是 常数 ， 大 量 
药 数 值 计 算 和 实验 结果 表明 ， 在 五 匠 模型 
中 , 选取 不 局 形式 的 fo， 可 以 激发 脉冲 . 轩 
期 振 划 、 行 波 等 ， 并 观察 到 分 盆 现 象 ， 图 
38-10 对 不 同 湿度 给 出 在 空间 均匀 ( 即 玉 
只 与 时 间 有 关 ) 情 况 下 方程 (3.28) 的 周期 
解 随 工 变化 的 结果 , 图 中 
及 。= max 克 (一 min 严 从 图 3-10 

为 周期 解 的 振幅 .在 图 上 可 以 见 到 志 普 夫 分 贫 和 周期 解 的 鞍 结 分 
贫 . 

为 了 便于 理论 分 析 , 菲 效 休 ( 了 及, Fitz 也 ngh) 和 纳 古 莫 (T. 8 
Jagumo) 等 独立 提出 箭 化 的 模型 (FJHN 模型 ) 2 


如 - 和 -Fo 一 oz 


3.29) 
au 《 
嫩 一 af 一 Boo)， 


其 中 ”是 类 似 于 了 腊 电 势 的 变量 , % 是 起 著 在 五 吾 模型 中 大和 的 
作用 的 变量 , 5 和 有 是 正 参 数 , Jo) 是 一 个 非 线 竹 函 数 , 通常 取 
Co 一 2 一 oa 一 当 ， 0<a<I1/3 《3.30) 
FHN 模型 和 五 匡 模型 一 样 ， 广 泛 地 用 于 神经 系统 的 动力 学 研 
引 


究 中 . 
8、 册 册 的 分 公 
由 映射 定义 的 离散 动力 系统 前 动力 学 研究 , 一 般 比 较 简洁 、 直 
观 , 并 且 与 连续 动力 系统 有 密切 的 联系 , 因此 受到 人 们 的 重 祝 ， 悔 
别 地 , 在 探讨 通 向 混沌 的 道路 时 , 喘 射 的 分 多 研究 发 挥 了 巨大 的 作 
用 .这 里 以 逻辑 映射 的 著名 例 于 说 明之 . 
考 起 逻辑 有 喘 则 cosntee 
ad 一 他 (ce 有 二 Raos 人 一 %) 《3.31) 
当 wE[o, 轨 , 参 数 凡 E [0 生 时 , G 是 [0 避 上 的 一 个 自 映射 ， 当 
0<H<po- 工 时 , 映射 他 只 有 一 个 不 动 点 与 一 0， 它 是 稳定 的 ， 当 
posH< 和 一 引 时 , 肌 射 父 有 两 个 不 动 点 : ma 一 0 和 四 一 工 一 下 位 
是 不 稳定 的 , mm 是 稳定 的 ， 当 mm 羡 5<pa=1+W 6 时 , 吴 射 @ 的 
不 动 点 忆 和 全 都 是 不 稳定 的 ， 但 对 二 次 和 迭代 哑 射 终 " 来 说 ， 有 四 
个 不 动 点 四 ya .za 和 gs, 其 中 
oa [1+H+wRTTJTUC 吉 ]/2w 《3.39) 
它们 都 是 映射 G 的 周期 2 点 , 、 
必 是 不 稳定 的 ，m、mw 是 稳定 的 。 
由 此 可 见 , 在 ma 处 出 现 情 周期 分 
盆 ( 参 看 $3 的 例 11)， 这 个 过 程 
可 以 一 直 延 续 下 去 . 一 般 地 说 , 当 
im 号 1<1m 时 ， 寻 次 迁 代 映射 
图 11 Ga 3 有 3 个 不 动 点 ， 它 
们 是 映射 @ 的 周期 痊 点, 其 中 有 2 个 是 稳定 的 ( 见 图 3-T1), mm 
都 是 们 周期 分 贫 的 分 贫 点 (m 一 二 2 …)， 无 状 序列 fm 有 一 个 
极限 值 wm 一 3.569945673…， 当 疡 = Au 上 时， 此 系统 有 无 穷 多 个 周 
期 ce 点 , 并 出 现在 总 体 上 是 稳定 的 奇怪 吸引 子 ， 从 而 进入 混沌 状 
态 . 
逻辑 映射 邓 在 凡 - 实 4S4 的 范围 内 存在 混沌 区 ， 并 有 复杂 的 
现象 ， 当 上 ~4 时 ， 混 沌 区 是 连 成 一 片 的 ， 当 此 从 生起 逐渐 减 小 
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时 ,混沌 区 出 现 俯 分 贫 过 程 、 例 如, 在 lee 一 3.679673511… 处 ， 尘 
沌 区 由 一 片 变 成 两 片 , 在 &eo 处 又 由 两 片 变 成 四 片 , 等 等 ， 无 穷 序 
列 fium 亦 以 Au 为 极限 值 . 此 外 ,在 混沌 区 内 还 有 不 同 的 周期 
窗口 序列 ， 它 们 又 有 各 衣 的 倍 周期 分 岔 和 例 分 岔 过 程 . 这 种 周期 
储 化 和 倒 分 贫 现 象 还 会 在 越 来 越 细 前 层次 上 重复 出 现 ， 成 为 一 种 
无 旁 的 自 相似 结构 、 

在 热 知 的 通 向 泥 汪 的 道路 中 ， 除 了 上 面 提 到 的 售 周 期 分 当道 
路 之 外 , 还 有 阵 发 性 遵 路 和 准 周期 分 个 道路 ”em 等 。 后 两 条 遵 
路 也 与 分 盆 密 切 相关 .。 阵 发 性 发 生 在 切 分 岔 ( 即 革 结 分 岔 ) 附 近 ， 
准 周期 分 岔 就 是 环 面 分 盆 . 它们 都 可 以 通过 简单 的 映射 ( 如 慢 辑 
碳 射 和 回 周 自 冉 射 ) 进 行 初步 研究 


84 突变、 自 组 织 与 分 合 


突变 (eatastrophe) 是 指 一 个 光滑 ( 即 足 够 高 次 连续 可 微 ) 系 
统 的 状态 在 外 界 条 件 连续 变化 时 产生 的 突然 变化 号 "oo ， 简 单 
地 说 ， 突 变 理 论 研究 光滑 系统 中 药 不 连续 现象 ， 它 紧 密 联系 着 驶 
射 的 寄 蜡 性 理论 和 动力 系 狗 的 分 岔 理论 . 
在 突变 理论 中 ， 最 基本 和 用 得 最 广泛 的 是 托 姆 (有 .Thom) 提 
出 的 “初等 突变 理论 . 考 不 梯度 动力 学 系统 
瑟 = 一 YeF (ap 和 ER ER (4. 切 
其 中 2 是 状态 变 县 , A 是 控制 变量 ( 即 分 盆 参 数 ), 六 是 势 画 孝 , 旺 
然 , 梯度 系统 的 平衡 点 we 满足 
Vero 上 ) 一 0. 人 (4.2) 
这 表明 we 就 是 势 函数 的 临界 点 ， 初 等 突变 的 类 型 是 梯度 系 ! 统 按 
拓扑 结构 划分 前 等 价 类 ， 托 姆 等 对 控制 变量 个 数 不 大 于 5 的 初等 
突变 的 临界 点 进行 了 分 类 显 热 ,初等 突变 理论 实质 上 是 合 参 数 
的 梯度 系统 的 分 岔 理论， 只 是 前 者 直接 涉及 的 是 势 函 数 上 ， 而 后 
者 则 是 榜 度 向 量 杨 .这 里 只 对 初等 突变 中 最 重要 的 尖 点 (eusp) 突 


妇 


变 作 些 介绍 . 
尖 点 突变 的 势 画 数 是 


克 一 呈 十 ad22 十 way ZE 认 ，(od， re) ER2 《4.3 
尼 的 临界 点 《 即 梯度 向 量 场 的 孕 衡 点 ) 满足 
Vs 克 一 4228 十 2 十 ta 一 0. 人 .4 


它们 的 全 体 在 人 2， 由 9 空间 申 的 集合 称 为 平衡 曲面 (或 突变 流 
形 ) 于 ( 见 图 4-1)。 这 是 一 个 有 敏 折 的 曲面 ， 对 于 控制 变量 的 不 
导数 值 , 可 以 有 一 个 .两 个 或 三 个 腹 界 点 ， 在 平衡 曲面 上 有 垂直 切 
线 的 点 满足 

Ve(Veo)= Iax2 二 dan 一 0 《和 .5 


图 4-1 男 4-2 


这 些 点 称 为 奇异 点 或 退化 临界 点 )， 它们 的 全 体 组 成 奇异 点 集 
&. 呈 在 控制 变量 (wa wa) 平面 上 的 投影 如 称 为 分 贫 集 、 从 方 各 
(4.4) 有 (4.5) 中 消去 m 便 得 到 集 号 的 方程 ; 
8 一 27vo 一 0. (和 .6)》 
这 是 一 条 半 立 方 抛物 线 , 常 称 为 尖 点 曲线 ( 见 图 .4- 国 . 它 在 点 口 处 
有 一 个 尖 点 、 分 岔 集 召 将 (0 ta) 平 而 分 成 Qi 和 4 两 个 区 域 . 
容易 见 到 ， 在 9、 了 或 2 上 的 痉 制 变量 数值 分 别 对 应 一 个 、 两 个 
或 三 个 临界 点 ， 从 而 梯度 系统 (4.1) 在 集 处 出 现 平衡 点 分 岔 。 
在 集 刁 上 , 除了 多 点 Q 对 应 于 余 维 数 为 2 的 分 岔 之 外 ， 其 他 地 方 
都 对 应 余 维 数 为 革 的 分 岔 (参看 附录 第 164 责 ). 
当 控 制 变量 沿 着 (un，e) 平 面 上 的 则 线 "变化 时 ， 由 (4.3) 可 
绾 出 单 盆 数 的 梯度 系统. 条 用 曲线 。 在 平衡 曲面 到 上 对 应 的 曲 


六 


人 mn 《 
图 43 

线 , 就 可 得 到 关于 平衡 点 分 盆 的 分 盆 图 , 例如 , 当 (wa， tm) 耸 别 消 直 
线 O1.0s、Os 变动 时 ( 见 图 4-3)， 邑 te 分 别 政 负 常数 、 零 和 正常 数 
时 , 梯度 系统 (4.3) 的 平衡 点 分 岔 图 分 别 见 图 4 3(i 、(ii) 和 (这 ). 
又 如 , 当 te 分 别 取 负 人 常数. 鹤 和 正常 数 时 , 平衡 点 分 岔 图 分 别 见 图 
生 4(iD、CGiy 和 (ii)， 由 此 可 网 , 对 于 初等 帘 变 ,因为 梯度 向 量 场 取 
决 于 势 函 数 太 ， 所 以 我 们 能 够 根据 势 函 数 本 身 去 研究 梯度 系统 的 
分 岔 问题 .对 于 一 般 动力 系统 的 平衡 点 分 岔 , 就 要 利用 映射 的 奇异 
性 理论 去 研究 (参看 第 8 章 ) 


让 站 溯 
他 


《7 从 


自 组 织 (Balf-oFganigation) 是 非 线性 耗 散 系 统 复杂 性 的 一 种 
重要 表现 、 普 里 高 津 的 耗 散 结构 理论 = 称 哈 肯 ( 互 . Haken) 的 协 
同学 “9 的 是 自 组 织 的 物理 原理 . 在 开放 和 远离 平衡 的 条 件 下 , 系 
统 在 与 外 界 交 换 能 量 和 物质 的 过 程 中 可 以 通过 能 量 耗 散 和 内 部 的 
非 线性 动力 学 栅 制 , 形成 和 维持 宏观 时 空 有 序 结构 , 我 们 称 之 为 耗 
散 结构 协同 学 讨论 由 许多 子 系统 组 成 的 系统 在 形成 育 序 结构 时 
的 协 问 作 用 和 支配 原理 ， 这 种 不 是 依靠 外 界 安排 而 是 依靠 系统 内 
部 协作 自发 产生 有 序 结 构 的 现象 称 为 自 组 织 ， 自 组 织 贡 象 的 共 间 
特征 是 非 线性 . 非 平 衡 性 和 不 可 逆 性 ， 在 自 组 织 过 程 中 , 最 引 人 注 


球 


目的 是 非 平 街 牙 迁 现象 ， 即 任何 一 各 新 出 更 的 有 序 绪 构 都 可 以 淖 
作 无 序 状态 (例如 空间 均匀 的 定 凡 ) 或 共 他 有 序 状态 失 稳 之 后 理 按 
一 定 的 机 制 建立 的 - 然而 , 耗 散 结 构 的 研究 不 能 只 限于 一 般 原 理 的 
讨论 ; 为 了 证 实 各 种 自 组 织 现象 前 看 在 并 揭示 它 倘 的 行为 , 我 们 必 
须 对 具体 系统 分 析 朱 稳 的 条 件 和 随后 出 现 的 脾 迁 过 程 . 也 就 是 说 ， 
对 自 组 织 过 程 的 透彻 了 解 必须 回 时 伐 助 非 平衡 态 物理 学 和 非 线性 
动力 学 两 方面 的 分 析 ， 因 此 , 分 岔 、 突 变 、 混 涉 、 分 形 几何 和 班 图 动 
力学 在 自 组 织 研究 中 起 著 十 分 重要 的 作用 。 


第 2 章 
分 爸 理 论 的 基本 方法 


85 引言 


在 人 各 问题 中 ， 为 了 深入 分 析 非 线性 动力 系 纺 的 搞 扑 结构 和 
史 定 性 变化 规律 , 必须 使 用 现代 数学 方法 和 计算 手段 

目前 ,研究 分 贫 的 主要 方法 存 ” 

工 ， 奇异 性 理论 方法 evam 

奇异 性 理论 是 现代 数学 的 一 个 重要 分 坟 ， 它 研究 可 微 隐身 的 
退化 性 问题 , 并 成 功 地 处 理 许巍 非 线性 现 旬 , 如 焦 枚 面 .张驰 振动 、 
汶 波 ~ 获 射 波 等 。 奇 手 性 理 论 始 于 惠 特 尼 〈 互 , 丽 hitney) 和 摩尔 
斯 (M. Morse) 等 人 的 工作 ， 在 的 年 代 经 托 姆 和 阿尔 详 特 (B. 柜 
4pmomg) 等 全面 黄 定 了 基础 ， 0 年 代 以 来 ， 芒 重 比 欧 革 (ML 
Golwbitsky) 等 抬 厅 异 竹 理论 系统 地 用 于 分 贫 研 究 , 取得 了 显著 的 
成 果 ， 在 肯 态 分 债 问题 中 ， 奇 异性 理论 严格 地 解决 了 “有 限 确定 
性 "问题 ， 从 而 静态 分 党 训 用 比较 侧 间 的 重 比 获 基 - 钞 碍 (D. G- 
Sehaeffer) 范式 进行 识别 和 和 分类， 我 们 还 可 以 通过 普 适 开 折 去 本 
穹 在 一 般 扰 动 下 可 能 出 现 的 所 有 分 贫 形 态 , 并 给 出 分 岔 转 迁 集 等 . 
在 实际 应 用 中 ， 忽 们 下 可 以 共 系统 的 大 量 参 北 中 握 别 出 少数 角 反 
有 映 结构 稳定 性 本 质 的 参数 ， 这 就 便于 从 总 体 去 认识 系 纺 的 分 贫 狂 
坊 和 过 行 理论 预测 , 奇异 性 理论 方 关 不仅 用 于 静态 分 盆 , 而 且 可 以 
多 理 通 有 的 和 这 化 欧 赴 普天 分 盆 等 “因此 饭 是 一 种 研究 平 半 点 分 
淄 的 况 一 且 有 效 的 方法: 近年 来 近 方 法 已 受 铀 广泛 的 是 视 ， 
应 当 指 洗 ， 对 于 帘 继 条 统 ， 通 常 先 才 李 赣 车 错 夫 - 施 窗 特 (可 
Sehoridn 的 化 六 庄 进 生 降 名 志 用 音 茎 性 焉 论 六 法 研究 风化 条 
.和 的 伪 徊 ， 
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另 ， 庞 卡 茶 - 伯 克 截 夫 范 式 方 法 上 ca 

名 微分 方程 的 范式 的 概念 ， 最 时 是 由 庞 卡 革 提 出 的 。 后 来 经 
过 伯 克 霍 夫 (G. D. Birkhoff)、 阿 尔 诺 特等 逐步 发 展 ， 已 成 为 较为 
完整 的 理论 . 在 平衡 点 附近 , 我 们 用 近似 便 同 的 非 线性 变换 将 常 微 
分 方程 化 简 , 只 保留 共振 项 , 便 得 到 方程 的 PB 范式 . 这 种 方法 适 
用 于 研究 局 部 分 岔 ， 对 于 高 维系 统 , 在 使 用 PB 范式 方法 之 前 , 往 
往 要 先 用 中 心 演 形 方法 降 纵 ， 在 实际 问题 中 ， 应 用 PB 范式 进行 
分 贫 分 析 时 ， 我 们 必须 确定 PB 范式 的 具体 形式 ,目前 比较 有 效 
的 方法 有 : 惩 阵 法 、 共 罗 算 子 法 、 李 代数 法 .8 瑟 分 解法 、 共 振 法 等 , 
有 时 还 可 以 用 计算 机 代数 法 在 计算 机 上 求 出 ， 此 外 ， 对 称 不 变量 
理论 也 可 用 来 计算 了 B 范式 . 

3. 摄 动 法 63024902 09 

利用 投影 法 .平均 法 、 多 重 尺度 法 、 各 种 谐 波 平衡 法 、WKB 法 
等 , 可 确定 分 盆 解 药 渐 近 展开 式 、 这 类 方法 比较 简便 , 易于 被 只 有 
古典 分 析 数学 基础 的 人 接受 和 运用 ， 它 可 以 用 于 圾 态 分 售 ， 霍 普 
夫 分 岔 ,次 谐 和 超 谱 分 售 、 准 周期 分 贫 等 一 系列 问题 , 并 能 给 出 近 
似 的 解析 钻 果 ， 

生 ， 后 继 函 数 法 2 和 什 尔 尼 科 夫 法 5 

这 两 种 方法 在 研究 二 纵 和 高 维系 统 的 周期 轨 线 分 盆 和 辐 、 蜡 
宿 分 贫 问 题 中 有 重要 的 理论 价值 . 

芒 ， 次 谐 兰 尔 尼 科 夫 函数 法 忆 

它 可 以 用 来 研究 二 维 扰动 哈密 顿 (W. 已 .Hamilton) 系统 的 
my/ 阶 次 谐 分 岔 问题. 

86. 符号 动力 学 方法 "ec 

符号 岸 列 的 研究 可 以 追 漳 到 19 谁 纪 中 叶 . 本 世纪 二 、 三 十 年 
代 , 摩尔 斯 等 人 开始 详细 地 讨论 了 符号 动力 学 ， 直 到 80 年 代 ， 人 
们 才 开 始 注意 到 符号 动 为 学 与 实际 系统 动力 学 之 间 深 刻 的 内 在 联 
系 ， 使 得 实用 符号 动力 学 成 为 动力 学 研究 的 重要 方法 、 符 号 动力 
学 方法 是 根据 符号 序列 的 移 位 不 变 集 去 判 新 系统 的 分 信和 混 泊 行 
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为 , 是 一 种 严格 的 数学 方法 ， 但 是 , 它 有 形象 直观 的 特色 ， 并 可 通 
过 数值 计算 实现 。 目 前 符号 动力 学 方法 已 成 功 地 用 于 -- 绒 喘 射 和 
某 些 常 微分 方程 系统 欧 分 盆 、 混 泪 和 吸引 子 特 狂 研究 高 维 符号 
动力 学 方法 也 正在 建立 之 由. 

7. 胞 映射 法 5 

胞 映射 法 是 近 十 多 年 来 发 展 起 来 的 、 它 把 动力 系统 的 研究 转 
黎 为 在 相 空 间 中 胸 映 射 性 态 的 研究 ， 它 需要 通过 计算 去 实现 ， 其 
基本 理论 不 涉及 过 多 的 抽象 数学 。 胞 映射 法 的 应 用 范 图 很 广 ,万 
其 适用 于 动力 系统 的 全 局 分 析 ， 因 此 ， 胞 喘 射 法 是 全 局 分 入、 混 
沌 .吸引 子 和 动力 系统 屏 态 研究 的 一 种 有 效 方法 ， 

8. 其 他 方法 吕 scsstcg 

隐 毅 匆 定 再、 变 分 方法 .拓扑 度 法 和 康利 0. Conley) 指标 法 
等 , 都 是 无 限 维系 统 分 岔 研究 的 重要 方法 . 

在 上 述 理论 分 析 方 法 中 , 除 摄 动 法 可 得 定量 结果 .符号 动力 学 
方法 和 胞 映射 法 可 得 数值 结果 之 外 , 其 他 方法 赂 属于 定性 研究 .一 
般 说 来 , 由 于 非 线 性 问题 的 复杂 性 , 理论 分 析 往往 难以 进行 ， 因 此 
直接 进行 数值 计算 和 模拟 就 有 十 分 重要 的 意义 ， 分 贫 指数 值 计算 
包括 稳定 性 条 件 的 判别 .分 贫 值 的 珊 定 . 分 贫 解 的 追踪 等 ， 现 在 已 
经 有 了 一 批 有 效 的 算法 和 软件 系统 De err9。， 不过， 分 岔 的 
数值 研究 肖 有 许多 同 题 需 要 解决 ， 例 如 全 局 分 岔 和 高 余 维 分 贫 的 
计算 、 保 守 系 统 分 岔 计算 、 无 限 维系 统 的 班 图 动力 学 的 数 售 模 氢 
等 . 

自然 界 的 系统 往往 有 一 定 的 对 称 性 ， 对 称 性 的 训 发 至 候 ， 是 
产生 分 贫 的 重 旨 因素 根据 对 称 人 性 建立 的 等 变 分 盘 理 论 ， 可 以 大 
大 简化 对 称 系 况 的 分 分 析 ， 群 论 方法 和 等 变 奇 噶 性 理论 方法 在 
对 称 分 贫 研 究 中 发 挥 着 巨大 的 作用 . 

本 章 的 其 他 部 分 将 讨论 约 化 方法 (TI8 方 法 和 中 心 流 形 方 
法 ) 和 了 PB 范式 方法 。 至 于 奇异 性 理论 方法 ， 将 在 第 8 章 介 
绍 . 
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8$6 LS 级 化 方 潜 


李 雅 普 诺 大 - 施 密 特 约 化 方法 (下 而 简称 L8 方法 是 将 高 缴 
或 无 限 纹 非 线性 方程 化 为 低 维 方程 的 降 维 方 法 ， 它 葛 基 本 凡 想 如 
下 : 通过 空间 分 解 方法 , 把 非 线性 方程 分 别 投影 到 两 个 子 空间 上 ， 
得 到 两 个 方程 ; 由 隐 簿 数 定理 , 其 中 一 个 方程 总 是 有 唯一 解 的 ;把 
这 个 解 代入 另 一 个 方程 , 得 到 一 个 较 低 维 的 方程 , 这 就 将 原料 的 方 
程 的 求解 问题 得 以 笠 化 ， 
考虑 由 Cr( 其 中 >>1) 且 射 忆 -2 xxRe-G 给 出 的 方程 
(ww 一 0 wuGE 吕 ,ER (5.1) 
这 里 光 、 多 是 巴 拿 夫 空间 ( 当 热 可 以 是 有 限 维 的 欧 寺 空间 )， 六 一 
(Ja ，…， jim) 是 参数 ， 设 了 (0, 的 = 0、 记 导 算 子 DezF(0 0) 一 
&, 其 零 空间 为 -f(&)， 值 域 为 8(&)， 设 .4 (&) 的 维 数 有 限 , 旦 大 
于 0 即 中 有 有 限 个 零 特征 值 7 
在 许多 实际 问题 中 ，-ACR) 和 纪 (&) 在 空间 双 和 儿 中 分 别 
有 闭 补 于 sc 多 和 GoC 维 、 从 而 , 有 空间 的 直 和 分 解 : 
要 -AR) 四 4 儿 一 0 四 元 人)、 《6.3) 
特别 地 , 当中 是 弗 雷 德 内 姆 (T. Fredholm) 算 子 1+ 时 ， 上 述 论 晰 
是 成 立 的 . 
定义 投影 质子 忆 . Gy-> 妥 (8) 和 补 投影 算 竹 工 一 了: 多 -Bo 其 
中 工 为 恒 等 算 子 ， 于 是 , 方程 (6.1) 等 价 于 下 面 的 方程 组 
[ER P)=0， 《6.3) 
(一 也 如 (wu 各 一 0 《6.4 
四 9 知道 , 北 时 0, 几 是 臣 数 下 人 os， 的 一 个 奇异 点 。 
秆 ， 如 果 有 界线 性 舞 子 足 的 值 域 史 ( 吕 ) 是 闭 子 空间 , 且 dimvt (8) 和 oodim 过 (8) 
aim(Y/ 弛 (8)) 都 有 限 , 则 称 足 为 弗 雷 德 量 姆 算 子 、 庆 呈 一 diinf 避 ) 一 codim 沈 全 )》 


称 为 中 的 标 ,可 以 证 明 ,对 零 报 标的 弗 仁 德 重 妈 算 子 总 如 果 aimfR) 一 0 网 吕 是 
可 逆 的 。 
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几 古 思量 


根据 直 和 分 解 (6.3)， 对 任何 wE 2 有 


于 一 玫 十 包 ， 6.5) 
其 中 EMr(R)，mE 缉 0。 于 是 ,(6.9) 可 写成 
本 (wo to 扣 ) 一 PFCo+ao ) 一 0， (6.6) 


其 中 喘 射 否 , -AR) 共有 开 oX Re 一 > 再 (号 7. 
内 刀 (0, 0) =0 显然 有 更 (0 0 0) 一 0， 此 外 , 考虑 到 
了 DeE(0， 0 们 一 已 Do to 十 刀 玫 | oo 
一 卫 DuB(0 0 一 PR=R， 
且 当 名 最 制 在 光 。 上 时 ， 它 是 可 道 的 ， 从 而 导数 妈 。G(0, 0,， 0) 可 
道 ， 由 隐 示 数 定理 ， 方 程 (6.6) 在 (9; tp, 上) 一 (0 0 0) 的 某 个 邻 
域内 存在 唯一 解 刀 一 机 (wp 并 有 本 (0, 0) 一 0、 将 这 个 解 代入 
《6.4)， 便 得 到 方程 
(oj 内) 天 (一 百 ) 刺 人 十 了 本 (w 天)，) 一 人 《6.7) 
其 中 转身 玫 ; .A(8) RGB 由 于 在 (wz) 一 (9 0) 附近 , 方 
程 (6.17 和 (6.7) 的 解 有 一 一 对 应 关系 ， 
妈 一 4 十 全 (9，R)， 《6.8)》 
贡 这 两 个 方程 的 求解 名 题 等 价 ， 方 程 (6.7) 称 为 原来 的 方程 (6.1) 
的 分 岔 方 种 (或 约 化 方程 )， 显 然 ， 方 程 (6. 有 交 数 比 4 攻 的 维 
数 低 ， 这 种 降 维 方法 称 为 工 S 方法 . 
在 应 用 中 , 为 了 求解 和 研究 方程 (6.7), 适当 地 选取 子 室 间 
有 及 在 -f(&) 和 ge 中 选取 坐标 是 很 重 村 的 .下 面 假设 我 们 可 在 
空间 多 中 定义 内 积 《，:72， 并 取 朋 (%) 的 正 交 补 为 多 o 即 
多 0 一 肖 员 六 一 区 E 多 Gy 分 一 0 veE 家 (8)}， 
有 从 而 多 一 元 (8) 四 有 ( 呈 :了 瑟 外 , 还 设 
dim 吏 (&): aim .4r(R) = (6.9) 
例如 , 当 & 是 零 指标 弗 雷 德 移 姆 算 子 时 ，(6.9) 就 成 立 ， 这 时 我 们 
在 .个 (&) 中 取 基 底 to …，9ef 和 在 鹃 避 ) 中 到 基底 { 呈 ,…， 
红 }， 于 是 , 任何 9E .AAS 可 表示 为 
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昌 一 如 0 (6. 扔 7 


其 中 必 = (zl …， go)E 民 把 (5.10) 代 入 分 岔 方程 (6.7)， 并 分 
别 与 羽 取 内 积 (GG= 荆 “…， 内， 使 得 到 关于 变量 ca …, ae 的 画 个 
方程 

ol 四 = 人 (0 本 富 cor 克 (全 oo 由 四 >-0. 

《= (6.11) 
在 上 式 推导 中 ， 用 到 了 对 任何 VE @y 居 有 PyE 儿 (号 ， 外 而 < 风 ， 
卫 凡 一 的 结果 (其 中 记 二 …, 轨 9， 显 然 ， 方 程 组 (6.11) 与 方程 
(6.7) 等 价 , 因此 (6. 卫 ) 亦 称 为 “分 盆 方 程 >. 

应 当 注 意 到 虽然 出 LS 方法 得 到 的 分 盆 方 程 的 维 数 完 低 ， 但 
它 的 求解 道 常 仍 热 很 困难 , 其 至 连 分 盆 方 程 本 身 也 难以 明显 写 出 。 
我 们 一 般 只 能 用 逐次 通 近 法 或 报 动 法 求 得 分 盆 方 程 的 近似 解 ， 因 
此 ， 通 过 分 盆 分 析 去 了 解 分 从 方程 多 的 定性 性 质 是 主要 的 研究 途 
径 。 其 中 , 奇异 性 理论 是 一 种 常用 的 方法 (参看 第 3 章 ). 

在 用 才 异 性 于 论 去 讨论 分 岔 方程 (6.11) 的 静态 分 贫 性 态 时 ， 
需要 计算 约 化 函数 和 的 一 些 导数 ， 但 我 们 无 需 知道 g, 的 明显 玫 
达 式 , 就 可 以 利用 原来 的 函数 玉 的 导数 进行 计算 。 具体 结果 如 下 。 
避 入 邓 在 (w， 内 处 的 大 阶 向 分 (t>1; 

Fo 有 人。 
- 爱 - 交 加 操作 苔 
它 是 关于 天 个 变量 号 ，…, 名 E 公 的 对 称 于 线性 函数 ， 此 外 ， 记 
mw 一 ap/aui。 下 而 列举 由 的 一 些 导数 公式 ， 其 中 外 的 导数 者 是 
对 (z,， 用 ~ (0, 0) 处 到 的 , 三 的 导数 都 是 对 (wz) = (0, 09) 取 的 ， 
不 形 详 细 标 明 ; 和 沁 忒 g 所 等 崩 可 取 工 和。 

《i) gamw 一 0. 

Ci)》 89gvam am 人 ,PP(o ww))- 

Ci、 aigvyaar am pm 人， PP， 
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其 中 下 = 下 不 (0 名， 的) 一 玉 (WW， 一 瑟 ? 到 fo， W 人 一 
帮 ? 雄 (er ab) abs 一 号 -1 玉 了 2 机 (oo 加)， 中 -1 有 () 一 和 0 是 中 | av 
的 道 算 子 . 
(Ciy) 8gVBrw= 《ol But>， 
(Y)》 69gviay am 一 DPC PP) 
上 述 公式 都 可 以 用 隐 男 数 微 分 法 导出 (参看 [8] 的 第 一 章 和 第 七 
章 )。 读者 还 可 根据 需要 而 自行 推导 更 多 的 公式 . 
在 计算 上 述 导 数 时 , 主要 的 困难 是 求 递 算 子 站 : .但 有 两 种 情 
形 可 以 避免 或 减轻 这 个 困难 ， 
I. 设 召 是 zx 的 奇 函 数 , 即 吾 ( 一 岂 产 ) 一 一 吾 (o 和 )、 这 时 在 
Go 本 = (0 各 处 有 太 c 一 0 了 D?F- 0 从 而 ( 和 (iv) 式 给 出 
pgvyBmazi=0， 89v8 一 0 
《ii 和 (《Y) 式 分 别 给 出 
EBPgMyBay gx Drz 一 《90 下 邢 (io 十 )>， 
EPgwA8my Bi 一 《人 (用 0 
中. 设 对 一 切 产 有 (0, 四 一 0 这 时 ， 在 (%% 4=《0, Am) 处 
有 五 kw =0, 因 此 (iv) 和 (4Y) 式 分 别 给 出 
gwBur=-0， DBgwBaoiBpr (Do 
最 后 ， 简 单 讨论 稳定 性 与 L8 约 化 的 关系 . 考虑 多 一 和 的 情 
形 .〈6.1) 可 改作 动态 方程 
人 十 矶 (一 0 wuE2 ER (6.18) 
的 平衡 解 方程 ， 设 导 算 子 中 的 谱 中 , 除 一 个 零 特 征 值 外 , 其 余 谱 点 
的 实 部 都 大 于 0， 此 时 -fY(&) 和 多 (8) 都 是 一 维 的 ， 分 别 取 它 们 
的 基 向 量 we 和 ?， 使 得 ou * 吵 >0, 通过 8 约 化 , 得 到 一 维 的 分 
伪 方 程 
8(z，R) =0， ZER 〔〈6.14) 
当 只 =0 时 , (6.1 有 解 炎 一 0. 由 于 员 有 截 特 征 信 , 在 (0, 0) 处 会 出 
现 静态 分 岔 . 如 果 在 严 关 各 村 146.I) 有 s 个 解 (ui{ 吧 )， 及 1 一 1 
s) ,它们 分 别 对 应 分 岔 方程 的 解 (zi(P)，H)， 我 们 考 谍 当 产 关 0 时 
全 


《us，P) 作为 方程 (6.13) 前 平衡 解 的 稳定 性 . 可 以 证 明 中 , 着 ge 
靖 )>0 则 (ww, ) 是 (在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 ) 渐 近 稳定 的 ; 若 gao 
到 ) 一 0 则 (w, 大 ) 是 不 稳定 的 . 

下 面 给 出 两 个 用 LS 方法 进行 约 化 的 例子 . 

[例如 考虑 由 了 1 一 (pza+ 和 一 吧 一 和 一 字 ) 于 其 中 
一 (wu zz) ER 参数 上 ER) 给 出 的 二 维 方程 

将 (w， 几 一 0. (6.15) 
显然 , 有 了 (0, 0)- 0 此外, 在 (0, 0 处 的 导 竺 子 怎 阵 


元 -DPCD， o-(， ) 


有 特征 值 0 和 一 ， 易 见 , 厂 的 零 空 间 和 值 域 为 
一 f (ZJ)={f(e， ze)|z=0， 
全 一 静 ( 开 ) 一 2， 2] 0 一 外- 
在 空间 至 = 多 = 银 中 引入 内 积 
< 挡 - 避 oo VarE 本 
显然 如 一 寻 , 从 而 多 和 人 有 同样 的 详 交 分 解 , 
邑人 = 人 PPe2. 
在 名 和 品 上 分 别 取 单 位 商量 ea=~ (1. 0)7 和 ee 一 《0 1” 从 
多 - 鲜 到 名- 过 ( 卫 ) 的 正 交 投影 算 子 瑟 为 
了 Po 一 《ez 2ex. YER3 
接着 , 我 们 在 (9, 0) 附近 用 L8 方法 建立 分 岔 方程 ， 任 何 
加 E2 都 可 写成 
屎 一 必 十 和， 《6. 扫 ) 
其 中 由 = meiEe ip=oopsEdo， 于是， 在 ia 一 孝 () 鞋 的 投影 
方程 ( 即 方程 (6.6)) 可 写成 
《es 万 人 十 旭 人)> 一 一 司 一 懂 一 有. 
由 此 解 出 ma 一 一 好 ,从 而 
如一 zaes 一 一 地 ea， 《6.41) 


全 


把 上 式 代入 在 名- 尝 (Z)+ 上 的 投影 方程 ( 即 方程 (6.7))， 并 与 乞 
作 内 积 , 便 得 到 一 维 的 分 岔 方程 ( 即 方程 (6.11)); 
8 (ct 由) 王 《el 下 (十 四 ， 久 )> 


一 Ko 一 2 好 一 0- 《6.18) 
分 贫 方 程 (6.18) 有 两 个 解 : 
=-0 和 mA/3. 《8.19) 


易 知 ， 在 凡 -0 处 出 现 跨 临 界 分 岔 ( 见 图 6-1、 由 电 一 me 和 
(6.16)、(6.17) (6.19)， 可 以 得 到 原来 的 方 
程 (6.15) 的 两 个 解 : 
ON) 一 《0 0)7 
OH 一 (CUA3 一 上 /47 
它们 也 在 包 =0 处 出 现 器 临界 分 贫 ， 由 图 4 
此 可 见 , 原来 方程 的 分 岔 性 态 完 全 可 以 用 分 岔 方程 描述 . 
[ 例 3] 考虑 $8 中 压 杆 届 曲 问题 引进 的 非 线性 方程 ( 见 
(3 .多 ,这 里 焉 轩 长 3 一 o): 
思 人 有) 二 一 光一 及 Bini=0， (ww 上 )E 史 xx 只 〈6.30) 
其 中 护 是 参数 , 殴 射 五 :到 x 民 一 多 和 和 多 分 别 是 巴 拿 赫 空 间 : 
到 =faEOz[0 mw 人 (0)=z(m =0， 有 =On[0, m]. 
显然 ,6.30) 对 任何 六 有 平凡 解 & 一 中 即 忆 (0,， Ap) 二 0 克 在 
《0, Am 处 的 导 算 子 刀 P(0，2): 入 X 只 一 由 下 式 给 出 : 
和 (0 由 一 一 oh/ds 一 六 《6.31) 
考虑 线性 化 方程 
了 (0， 有 9 二 一 如 一 上 0 一 aE 光 《6.20) 
即 应 满足 边界 条 件 (0) 一 久 (m) 一 0， 容易 网 到 , (6.29) 只 有 当 
皮 一 As922 9 一 上 3 … (6.29) 


时 , 才 有 非 平凡 骨 
汪 一 Oooa mg 鱼 一 二 2 《6.34) 
其 中 口 为 任意 常数 ， 这 表明 当 A-Am (其 中 2 …)》 时 ， 
Du(0 An) 有 由 加 一 cos 张 成 的 一 维 零 空间 而 当 ## 必 时 ， 
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了 Duef0， 四 前 零 空间 的 维 数 为 0. 

现在 我 们 只 讨论 天 = 血 = 上 的 情形， 并 用 18 方 法 将 方程 
《6.30) 在 (0 于) 附近 进行 约 化 。 记 只 = 瑟 5《0, 二， 它 有 由 凡 一 
coss 张 成 的 一 维 零 空间 


-Ar 一 ppanfoy， 6. 
在 空间 多 和 多 中 定义 内 积 : 
如 办 -oa (6.26) 


&: ->@ 是 零 指 标的 粥 雷 德 霍 姆 算 子 ( 参 看 [9 的 第 七 章 83)， 故 
我 们 可 取 空 间 前 正 交 分 解 ， 
巡 一 -AR 用 SU。 多 -2 四 朋 (8)， (6.27) 
其 中 呈 0- 一世 E 王 | 人 人 一 0 
纪 0 一 需 (8)= 人 GE 开办 一 0 VE 天 (六 ). 
容易 证 明 & 是 到 上 的 自 伴 算 子 。 事实 上 , 利用 分 部 积分 和 边 
界 条 件 , 可 以 证 明 
《Ra wo 到 Qp>， VE YE 
此 即 表明 中 的 伴随 算 子 呈 =&， 根 据 弗 圭 德 专 姆 择 一 性 定 再 ， 便 
得 到 
饥 (&)L 上 = (一 -AR)。 《6.38)》 
我 们 可 取 全 作为 子 空间 吉 (8)+ 的 基底 、 记 卫 和 久 分 别 为 由 光 
到 至 ( 久 和 家 ()+ 的 正 交 投影 算 子 , 于 是 对 wE 史 有 
Qu =《i 2792 > 


三 研 ve oogkdE)ooss (6.29) 
Pu= (IT 一 @)u 
-vG 一 号 (ecosegs)oms (6.80) 
利用 上 面 的 结果 , 并 将 任何 xcE 妥 写成 
一 二 ooe_A(Q)，aE20 《6.31) 


我 们 得 到 在 鹏 人) 和 须 (8) 一 -7(2 上 的 投影 方程 
外 


贸 刷 村 了 个 包 


1 一 0 《6.32) 
QFCo+ao 用 ) 一 0. 《6.33) 
从 前 面 知 着 ，(6.33) 有 了 唯一 解 妈 = 卫 (w 上 )， 把 它 代入 (8.33)， 
并 将 wE -4 (&) 表 示 成 v 一 ao， 便 得 到 一 维 的 分 贫 方 程 :( 兄 6.11)) 
go 1 二 《on 轩 (zo 十 于 (ze HA) 一 0. 
z 所 民有 GE 有 《6.34) 
沙 记 售 (s 由) 一 刺 (o cos s A) 则 (6.31) 可 写成 


go 内 到 "人 内 一 asm(eeose 


十 分 (号 避 ))]eog 5 一 豆 “=0. 《6.35) 


然而 , 由 于 我 们 无 法 得 出 例 (% 避 ) 的 明显 霄 达 式 , 分 贫 方 程 (6.35) 
也 就 难以 县 体 写 出 和 求解 . 8 10 中 将 用 奇异 性 理论 方法 对 [6.351 
进行 分 岔 前 定性 分 折 。 


7 中 心 流 形 方法 


中 心 流 形 方法 是 动力 系统 理论 的 一 个 重要 内 容 ， 它 也 是 一 种 
主要 交 降 方 法 ， 这 里 只 介绍 有 限 维 空间 鲜 " 的 向 量 场 的 中 心 波 
形 方 法 ， 考 虚 由 CO 其 中 了 > 刀 向 量 场 庆 ZECR->R" 给 出 的 动力 


系统 
锡 一 mh) YEITER" (7.1) 


其 中 如 是 包含 原点 O 的 开 集 ， 设 点 口 是 人 .了 的 一 个 非 双 曲 平衡 
点 , 即 导 算 子 《0) 有 实 部 为 0 的 特征 值 . 记 A(0) 前 特征 值 集 
ao=aUcuUo oa 和 ao 分 别 为 实 部 小 于 0、 大 于 0 和 等 于 0 
的 特征 值 子 集 ， 它 们 在 民 " 中 对 应 的 特征 子 空 间 分 别 为 Ze， 铝 和 
好 "， 由 中 心 流 形 定理 ( 见 附录 第 158 页 ) 可 知 , 系统 (7 .1 在 原点 的 
某 邻 域内 存在 过 原点 且 在 该 处 分 别 与 B、B" 和 品 相 切 的 局 部 
稳定 流 形 好 ”局 部 不 稳定 流 形 丈 " 和 局 部 中 心 流 形 仇 "( 以 后 , 为 简 
单 起 见 ， 略 去 "局 部 两 字 ) ”它们 都 是 局 部 不 变 竟 形 ， 系 统 (7.1) 
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在 中 心 流 形 上 的 流 的 性 态 ， 对 了 解 原 系统 的 动力 学 特性 有 十 分 
重要 的 意义 ， 

下 面具 讨论 DAf(9) 的 特征 值 无 正 实 部 的 情形 ， 这 是 在 物理 和 
工程 技术 上 最 是 兴 趣 的 ， 此 时 , "一 co?， 不 稳定 流 形 本 "不 站 
在 . 记 5 一 timeo 一 dim 一 m 一 有 令 Riex 如 并 将 如 ER 
写成 Y 一 (tp 人 芷 各 R 2E 民 于 是 人 .1) (或 通过 适当 的 非 奇 
蜡 线性 变换 ) 可 表示 成 

人 各 了 )， 

必 =- 吾 pga(U 0)， 

其 中 全 和 召 分 别 是 瑟 队 和: 阶 和 矩阵， 它们 分 别 有 零 实 部 和 负 实 
部 的 特征 值 ; 函数 请 .gs 及 其 一 阶 偏 导 数 在 原点 处 为 0- 


(oOETERXxR (7.2) 


中 心 尝 形 厂 " 在 原点 附近 用 函数 
昌 一 丙 ( 人 》 
表示 .将 上 式 代 入 (7 .9) 的 第 一 式 , 便 得 到 约 化 方程 
人 -4 十 ga(z， 2(ae))》， &ERz (7.3) 


这 给 出 中 心 流 形 环 " 上 的 向 量 场 在 中 心 子 空间 8 上 的 投影 ( 葛 图 
7-b， 从 而 确定 中 心 流 形 上 的 流 . 由 于 在 
原点 酝 近 , 系统 (7 .人 在 稳定 流 形 上 的 流 有 
着 与 线性 收缩 流 相同 的 局 部 性 态 ， 系 统 
《7.93) 的 局 部 动力 学 性 态 就 主要 由 中 心 流 
形 上 的 流 决 定 、 特 别 地 ， 关 于 稳定 性 有 下 
图 7-1 直 的 定理 ; 

定理 ”如 采 约 化 系统 人 .3) 的 原点 是 稳定 (或 渐 近 稳定 、 不 稳 
定 ) 的 ， 则 原 系统 (7 .2) 的 原点 也 是 稳定 (或 渐 近 稳定 、 不 稳定 ) 
的 . 

接着 考虑 中 心 流 形 的 计算 问题 ， 即 确定 函数 Re)， 将 区 = 
友 (代入 (7 .2) 的 第 二 式 , 并 利用 求 导 的 链 式 法 则 , 有 

Re) 本 一 再 有 (az) 二 ga 下 (2)) 
再 用 (7.9 的 第 一 式 , 整理 后 , 便 得 到 上 (ee) 的 微分 方程 : 
包 


KeD [二 mi RD 让- Be) 一 go(o Ne) 一 和. 
(7.47 
此 外 , 考虑 到 全 。 经 过 原点 ， 目 在 该 处 与 色 " 相 切 ， 因 此 (zw) 应 满 
足 条 性， 
iD 一 0， DAhC0)=0. 《7.5) 
应 当 注 意 ,》 的 方程 (7.4) 一 般 是 不 能 精确 求解 的 ， 通 常 只 能 求 渐 
近 级 数 解 ， 
[ 便 寻 ”考虑 系统 
2 一 2， g 一 一 9 十 ou (o )ER2 (7.6) 
其 中 wxE R 为 常数 (9.6) 的 向 量 场 在 原点 处 的 导 算 子 有 特征 人 
0 和 -二 相应 的 特征 子 空间 ( 即 他" 和 人) 分 别 为 @ 轴 和 3 轴 ， 根 
据 申 心 流 形 定理 , 过 原点 有 一 维 的 中 心 流 形 和 稳定 流 形 ， 册 (7.4) 
和 (7 . 芒 得 知 , 中 心 流 形 函 数 g-(e) 应 满足 


人 十 (w) 一 au2 一 0 人 .7 
CO0) 一 AM(O0) 一 0- 
由 (7.7)? 的 第 二 式 , 可 设 wz) 药 渐 近 展 开 式 为 

Re) 一 ca 十 Cao 十 Oo ). (7,3) 


代入 (7.7) 的 第 一 式 , 并 比较 汪 的 同 次 循 的 系数 ， 可 得 ga 一 w cs 一 
0. 故 亲 ee) 一 oa2 TOCo)- 
于 是 , 在 中 心 流 形 上 的 流 的 方程 为 ( 即 (7.3)) 
二 =- 邮 (o) 一 aos 上 TO(os)。 (7.9) 
易 知 , 当 w<0 时 , (7.9) 的 原点 是 浙 近 稳定 的 。 由 前 面 的 定理 ， 可 
知 原 系统 (7.6) 的 原点 也 是 渐 近 稳定 的 。 周 理 , 当 “>0 时 ，(? .67 


ws 
pe 
SN 风 和 1 TS mm 
权 e 
RE 可 5 可 全 
7 本， 忆 矿 
Dasc 人 iiDe= 人 iii)acs9 


图 7-2 
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的 原点 是 不 稳定 的 、 当 w=0 时 ， 方 程 (7.7) 有 解 io)= 0， 这 时 
中 心 薄 形 就 是 轴 ， 方 程 (7 .9) 成 为 4= 0, 它 在 原点 处 是 稳定 的 ， 
因此 (7.6) 的 原点 也 是 稳定 的 。 图 7-2 给 出 在 原点 附近 的 祖 图 . 
在 研究 分 贫 问 题 时 , 我 们 要 考 同 食 参 数 的 系统 
一 Fo pp) 2ETUER， PEJ=Rm (7.10) 
其 中 原点 (0 0) ED xy 是 分 贫 参 数 ， 设 当 疡 -0 时 ，(.10) 
有 非 双 曲 平衡 点 w 一 0 记 导 算 子 &- Du /0, 0)， 与 上 而 一 样 ， 
设 史前 特征 值 没有 正 实 部 ， 其 中 有 天 个 的 实 部 等 于 0, 其 余 m 天 
个 有 负 实 部 ， 根 据 上 面 对 & 所 作 的 假设 ， 并 把 只 也 看 作 变 最 ， 
(7,10) 可 写成 等 价 的 形式 : 
下 =- 太 ( 天 ) 十 9a(22 和 开 )， 
归 = 可 (天 ) 十 加 (和 区 大) 人 . 拭 ) 
好 0， 
其 中 (op 急 A)E 队 XRoxXRm 人 (zz) 和 加 (m) 分 别 为 上 阶 各 
% 一 大 阶 矩 阵 , 它们 当 严 =0 时 分 别 有 零 实 部 和 负 实 部 的 特征 值 ; 函 
数 9a ga 及 其 一 阶 偏 导数 在 (0，0, 0) 处 等 于 0, (7 .并 ) 称 为 (7.10) 
的 “扩张 系统 ” 
显然 ,(0, 0 0 轨 是 扩张 系统 (7.11) 的 一 个 非 双 曲 平衡 点 ， 根 
据 中 心 流 形 定理 ，(7 . 伴 ) 在 (2 op 各 ) 空 间 Rxx Re x Rn 中 有 一 
个 天 + 维 中 心 流 形 ， 它 在 原点 处 与 (&，Hz) 空 间 相 切 ， 我 们 可 以 
通过 该 中 心 流 形 上 平衡 点 的 分 贫 ， 去 描述 原 系统 (7.20) 的 平衡 点 


分 岔 情况. 
( 钢 双 考虑 人 参数 系统 
全 7 作 (egJ)EP, PER 07.13) 
于 一 人 3 一 8 儿 一 全、 


当 愉 =0 时 ，( 人 .19) 在 平衡 点 (0, 0) 处 的 导 算 子 的 特征 值 为 0 和 
一 陋 获 原点 是 一 个 非 双 曲 平衡 点 、 为 便于 研究 起 见 , 作 变换 


的 卫 和 2 人 C.18) 
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开 将 参数 儿 包 看 作 变 旺 , 得 到 扩张 系统 
(十 切 一 (十 引 2 
区 《7.14) 
下- 一 此 (十 轨 一 人 二 (十 的 2 
(7- 阳 ) 有 一 个 二 维 的 中 心 流 形 ， 它 在 (0, 0 分 处 与 (2 内 ) 平 而 相 
切 ， 若 中 心 流 形 由 函 数 v= Au z) 表 示 ， 则 由 《7.4) 得 到 环 的 方 


纪 ， 双 ) 站 十 友 地 十 队 
(2 0， 
印 
[ete+ 有 一 (e+( 各 二 六 T0. (7.15) 
条 件 (7 . 肪 给 出 
0 (00 到 (0 
0 0D-0 2 生生 -全 人 几 -0。 (7.1) 


出 (7.15) 和 (.16), 可 求 出 中 心 流 形 的 渐 近 展开 式 
4 有 Go 站 一 一 AU 十 妇 TOCG2TAP)%9 《人 .1) 
由 (7.14) 得 到 在 中 心 流 形 上 的 约 化 系统 : 
人 OGA2 
户 -0， 
图 7-3 给 出 约 化 系统 (7 .18) 的 分 多 图. 显然 , 在 (w, AD) = (0， 0) 处 
出 现 平衡 点 揭 路 临界 分 岔 ,此 =0 是 一 个 静态 分 岔 值 、 图 7- 生 给 出 
原 系 统 (7.I3) 的 分 贫 图 , 可 见 原 系统 亦 在 册 =0 处 出 现 平 衡 点 的 跨 
监 界 分 盆 ， 


(他 .18) 
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88 PB 范 式 方法 


在 微分 方程 研究 中 ， 往 往 可 以 通过 适当 的 变换 把 方 积 化 为 较 
和 草 单 的 形式 、 虎 卡 厂 - 伯 克 雹 夫 范 式 (以 后 简称 PB 范式 ) 是 在 平 
衔 点 附近 利用 坐标 变换 把 常 微分 方程 化 简 的 一 种 重要 方法 ， 它 不 
得 用 于 常 油 分 方程 的 一 般 定 性 研究 ， 而 且 是 研究 常 微分 方程 的 分 
盆 ( 尤 其 是 动态 分 贫 ) 的 基本 工具 . 


88.1 了 TB 范式 的 林 念 
考虑 非 线 性 油分 方程 
区 一 沁 )。 mER"” (8.0) 
设 7Gp) 足 够 光滑 , 导 70) 一 0， 假设 向 量 场 六 幼 在 平生 点 终 = 人 
附近 有 窗 勒 展开 式 
(mp) 一 人 PT 一 十 Per) 十 Ole 《8.3) 
其 中 佣 - 了 AD), PE3i(R")( 这 里 -外 32600R 是 估 到 
R" 的 全 部 5 次 齐 次 多 项 式 喘 射 组 成 的 有 限 维 线性 空间 .了 B 范式 
理论 的 基本 思想 是 通过 一 系列 接近 于 恒 同 的 变换 盖 一 8 十 p(8) 这 
里 PUBD =C08|) 把 (8.1) 化 为 较 简 单 的 形式 .这 个 化 简 过 程 
是 对 向 量 场 由 低 次 项 到 离 次 项 逐步 实现 的 ， 其 中 每 个 步骤 的 做 法 
都 是 类 似 的 . 
先 作 变换 


2 一 2Tpa()， 2ER" 《8.3) 
其 中 paE2a(R”) 是 待定 函数 ， 抬 (8.3) 代 入 (8.1), 得 到 
天 一 这 十 Dpa(2] [4 十 oa 人 2 ) 十 PC 十 pa(2)) 
十 十 Fe 十 pa( 二 OU 《8.4) 
这 里 下 为 mxwm 单位 矩阵 ， 注 意 到 
[二 Dra(g)]- 开 -了 一 Doa(2) 二 CC P)， 
于 是 ,3.47 化 为 
吧 


臣 - 48 十 户 (9) 十 [4pa09) 一 Dpa(204O] 
十 各 (9g) 十 十 声 ( 及 十 DC 
一 .42 二 六 ( 扫 ) 一 时 ps(g) 十 加 (二 … 
十 和 (的 +OCalP)， (8. 避 
其 中 为 E252( 民 (这 里 和 3 到， 线性 算 子 2 :22(RD) -> 
2 oaRI) 由 于 式 定义 ， 
RDp(DJ = [LDp(D 48-A4p)， 2DE3X3RD (8.6) 
它 把 二 次 齐 次 多 项 式 仍 变 为 二 次 齐 次 多 项 式 ， 因 此 值 域 
镭 人 (二 .3a(R) ,车 了 到 多 s 为 角 (8 人 ) 在 26a(R) 中 的 补 空间 , 即 
Ca(RI) 一 爱 (2) 扑 Yo 则 .请 E 3a(R") 可 分 解 为 
Ja 人 一 pa(8) 二 ga 人 By、 jaE 天 (gaES (8.7) 
于 是 , 存在 PaE : 交 s(R)， 使 RE?pa(2) 一 和 t( 扩 ， 因 浊 ，(〈8.5) 成 为 
条 = 48 十 扣 ( 罗 十 和 (有 二 十 护 人 二 OO (8.8) 
这 就 使 向 量 场 展开 式 的 二 次 项 得 到 简化 ， 
一 般 地 , 我 们 定义 线性 算 子 22C(RR) 一 2A(R) 如 下 (这 
时 了 2 3 …》 
Wip{( 切 一 [LDO 48 一 4p(8)。、2DE3CR) (08.9) 
它 把 了 光 齐 次 多 项 式 仍 变 为 了 次 齐 次 多 项 式 , 故 
殉 (QD)C 交 KR 
取 欠 为 需 (89) 在 .55(CR") 中 的 补 空间 , 即 .%0(R) 一 沈 ( 人 四 G 多 . 
(这 里 放 = 3， 3,，…)、 利用 与 上 面 类 似 的 方法 ， 可 以 逐步 将 向 量 场 
展开 式 的 高 次 项 化 简 ， 一 般 地 说 , 设 纸 过 总 步 (3<5i<E 一 巧 后 方 
程 48, 卫 已 变 成 
本 -49() 十 二 go) 十 六 (ww) 
十 … 十 故人 z)+OCz 本 9， 《8.10) 
其 中 四 E 多 !( 这 里 了 2 全， 和 E 5w(R) 这 里 me 一 5 
癌 . 作 变换 
多 一 区 二 oa)， 2ER， parE-3(R) (8.11) 
于 业经 过 理 后 (8.10) 成 为 
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曙 - 81 上 ga 十 … 十 9 十 序 52) 一 Sbpita 人 的 ) 
十 放 a(B) 十 … 十 入 () HOC， (8.13) 
其 中 加 E3n(R) (这 里 加 53. …, 而 ， 将 逢 orE sa(R) 
分 解 为 
了 Ha(2) 一 sa(B) 十 grra(g)， 
aaE 天 (getESerr 《8.13) 
著 取 BraE safR") 使 82psrt(8) 一 Na》 则 (8.13) 成 为 
人 ] 
十 六 十 四 (1) 上 0OC8。 (8.14) 
从 而 , 向 量 场 展 开 式 的 6+ 工 次 项 得 以 化 笠 ， 由 时 可 见 ， 经 过 天 一 上 
些 形 如 (8.ID 的 变换 后 ， 就 可 以 把 (8.1) 化 为 下 面 的 较 简 单 的 形 
式 : 
划一 49 十 ga(8) 十 … 十 ge 人 2 上 OCS)， 《8.15) 
其 中 mrE260( 这 里 了 -2 … 从， 我 们 把 (8.15) 称 为 原 方程 (8.1) 
前 “和 阶 PB 范式 ”. 通常 也 可 称 截断 式 
各 =- .4 上 98) 二 (8.16) 
为 ' 帮 阶 ( 茂 断 )PB 范式 ”… 
在 微分 方程 的 PB 范式 中 ， 每 一 项 %( 这 里 ?一 2 …, 太 都 属于 
多 (RE) 在 .zi 名 ) 中 的 补 空间 多 ， 空 闻 .5;( 儿 ) 的 维 数 等 于 
TO8 它 随 和 无 的 增 大 而 迅速 增 大 , 因此 , 向 基 场 展 开 式 (8.3) 
一 般 十分 复杂 然而 ， 子 空间 9 的 维 数 通常 要 出 将/(PRe)》 小 得 
多 .于 是 , 在 把 方程 变换 成 PB 范式 后 , 向 蔓 场 展开 式 的 项 数 可 以 
太 碱 少 , 从 而 使 于 进行 定性 研究 . 
应 当 注 意 , 由 于 补 空间 多 可 以 有 不 同 的 下 法 (这 里 5 一 23，…， 
加 ,这 样 ,对 给 定 的 阶 数 到 来 说 ,PB 范式 的 取 法 一 般 不 是 叭 一 的 . 此 
外 , 在 平衡 点 玫 =0 附近 ,让 阶 哉 断 范式 (3.16) 与 原 系统 (3.1 的 拓 
扑 结构 虽然 青 密切 关系 ， 但 不 一 定 完全 相同 它 作 之 问 完 竟 和 近 
到 多 大 程度 , 仍 是 个 未 解决 的 问题 ， 我 们 还 注意 到 (8 ,45) 给 出 的 
基 问 最 场 的 浙 近 展开 式 , 它 当 二 co 时 不 必 是 收敛 的 ， 妈 使 六 ) 
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是 解析 的 情况 下 《8. 巧 ) 当 B->eo 也 也 不 一 定 收敛 、 尽 管 如 此 , 大 
量 研究 表明 ， 阶 数 不 太 高 的 PB 范式 通常 就 能 提供 定性 研究 的 主 
要 信息 , 因此 它 是 研究 平衡 点 附近 前 动力 学 性 质 的 重要 工具 . 

下 而 介绍 PB 范式 的 一 些 计算 方法 。 以 后 还 要 对 了 B 范式 的 
计算 和 应 用 作 进 一 步 讨 论 . 


88.2 BPB 范式 的 计算 


了 B 范式 计算 的 关键 ， 在 于 确定 ZZ(&8) 在 267(R") 中 的 补 空 
间 乡 ， 为 此 , 先 作 一 些 说 明 . 

考虑 方程 (8. 世 ， 设 导 算 子 矩 阵 4 有 特征 值 Xu …，X。( 其 中 
包括 重 根 )、 若 存在 一 组 非 负 整数 只 一 (ooz， …， ?oo) 满足 |me| ~ 


加 m>>9, 且 则 其 个 x( 这 里 1T<s<n) 有 
jir 关 mo (8.17) 
则 称 特征 值 xb， …， h。 为 “共振 "的 。 (8.17) 称 为 “ 共 操 关 系 式 必 
1ma1 称 为 “共振 的 阶 ”、 若 对 某 个 j>2， 和 任何 满 足 lm| = 了 的 癌 = 
《nd pol20) 都 有 
和 ut 训 mw sm 《8.18) 
出 称 Na …，) 为 呈 阶 非 共振 的 "、 若 (8.18) 对 一 切 ?>>2 成 立 ， 
则 称 Xt， …，》X, 为 “ 非 共振 的 ~， 这 里 讨论 一 下 PB 范式 与 共振 的 
关系 . 
引 理 ”线性 算 子 Rb:.3(R)->200(RD) (这 里 j>2) 的 特征 
值 集合 为 | 泣 ma -ilm>0 Imhc7 1<s< 吕 
引 理 的 证 明 可 参考 [加 ] 的 8 到. 
根据 上 引 理 ， 如 果 生 的 特征 值 是 ? 阶 非 共振 的 ， 则 9 的 特 
征 值 都 不 等 于 0, 从 而 9 在 5(R) 上 是 可 逆 的 ， 也 就 是 说 ， 对 
任何 局 E 36IKRr) ,方程 8 一 忆 总 是 可 解 的 ， 且 解 E -Rom)。 
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因此 交 ( 疙 = 光 ACRD) ,其 补 空间 多 ~ {0}， 于 是 , 在 PB 范式 中 
有 9r 一 0 即 不 存在 5 次 齐 次 多 项 式 ， 特 别 地 , 如 果 人 的 特征 值 为 
非 共 振 的 , 则 对 一 切 J>2 有 纪 一 19}, 从 而 gj 一 0， 这 时 ， 通 过 逐 


次 的 形 如 
伙 一 基 十 2( 2) 攻 ER 92 《8.19) 


的 变换 , 可 把 方程 (8.I) 化 成 下 面 的 了 B 范式 


攻 = 4 二 OCT (8.20) 
如 果 略 去 (8.30) 中 交 高 次 项 , 就 有 组 性 方程 
东 - .40. (8.31) 


这 表明 在 非 兴 振 的 情况 下 , 原来 的 非 线性 方程 (8.17 通 过 一 系列 的 
近似 卓 同 的 非 线性 变换 , 可 以 在 一 定 的 精度 要 求 下 线性 化 。 

由 此 呵 见 , 只 有 在 妨 的 特征 值 Xt …，Xo 共振 的 情况 下 ， 方 
程 (8.1) 的 PB 范式 才 会 保留 一 些 非 线性 项 ， 在 PB 范式 计算 中 ， 
我 们 需要 知道 (RD) 亚 .六 (Rn)( 这 里 了 =3，8，…) 的 补 空间 多 
的 结构 。 若 9 有 某 个 基 { 达 ,…， 前， 其 由 - dim 9， 则 在 PB 
范式 (8.15) 中 有 

8 的 mm 页 ( 殷 十 … 二 oa 砚 (0)E2n (8.39) 

其 中 mg …， 由 为 常数 ， 应 当 注 意 ， 直 于 补 空间 9 一 般 不 是 唯一 
的 , 不 同 的 选 到 多 ; 的 方法 会 给 出 不 同 的 FB 范式 . 

在 了 B 范式 计算 中 , 往往 要 用 党 ;(R") 的 基 ， 我 们 可 以 取 呈 个 
变量 的 了 次 单项 式 为 分 量 的 史 维 向 量 作为 一 个 基 向 量 ， 并 按 反 字 
典 次 序 排列 , 成 为 .er(Rn) 的 一 个 基 , 其 做 法 如 下 。 记 


0 0002 证 
对 于 e 一 (co … mo)5E Re 和 一 组 非 负 整 数 a 一 (xu …， mu》 记 
oo 


洪 中 le 一 oa 十 和 二 oo os 一 are， 我 们 取 {Eai|s| 一 放 工 < 
史 } 作为 .%7CR) 前 基 ， 其 中 规定 : 若 1? 或 者 苦 五 =2 四 一 Bo 
oo 但 oo 则 取 呈 El( 即 Geoe 排 在 Ge 前 
而 ). 
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了 PB 范式 的 计 竺 方法 很 多 ， 这 里 只 介绍 所 阵 法 和 共 轰 算 子 法 。 
此 外 ， 还 可 以 用 李 代 数 法 、 对 称 不 变量 理论 等 “99、 下 面 以 一 维系 
统 为 例 来 加 说 明 ， 涯 虑 矩阵 六 的 与 平衡 点 分 售 有 关 的 下 列 共 振 
情形 , 

生 | 奏 0 工 0 一 寺 

4r(o 中) 4-(o 路 4-(a o) 

《8.23) 

工 . 矩阵 法 

-CN(R9) 是 一 个 有 限 维 向 量 空 间 . 设 {ef] 为 fx(R") 的 一 个 基 ， 
石 ;为 线 任 算 子 Wi 在 这 个 基 中 的 矩阵 表示 .根据 弗 雷 矢 尾 姆 择 
一 性 定理 ， 和 矩阵 开拓 即 了 的 复 共 罗 转 蜀 矩 阵 ) 的 零 空 间 -A( 人 ) 
是 值 域 罗 ( 五 ;) 的 正 变 补 , 即 有 -Af(Z3) 一 窑 ( 了 7) 由 前 所 述 ， 我 
们 可 取 多 ; 兰 .了 3) 夫 计 算 PB 范式 (这 里 * 宕 ”表示 “ 同 构 ”)。 

[ 伴 贡 ”考虑 方程 

一 4 二 万 ( 二 ) 上 十 OCz|)， 《8.24) 
其 中 和 = (om za)7ER2 4 见 (8.33》， 户 (w) 是 二 次 齐 次 多 项 式 。 
根据 前 面 所 述 , 我 们 取 闪 a(R95) 的 一 个 基 ; 


人 
(内 (人 ) (的 em 


因为 4= 4 一 0 由 (8.9) 可 知 8 家 一 0， 显 然 ， 它 在 基 (8.25) 
中 萝 窍 阵 瑟 一 0， 帮 天 一 0 于 是 .A (73 一 民 ， 相 应 地 ， 终 as 一 
末 区 民 )。 我 们 取 (8.35) 作 为 多 的 基 , 任何 ja6 Ya 可 写成 

oo -家 aedg)。 
方程 (8.34) 的 2 阶 PB 范式 为 
攻 一 48-Hya(g) -OCS1s)， 多 一 (加 ga)7G PR 
即 
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于 Ga 二 Ga32s Ga 了 CC， 

开机 = 后 拓 十 mana 十 人 乓 十 OCiyl)， 
其 中 mw，…，a 是 常数 ， 类 似 地 , 还 知 遵 对 #>>3 也 有 

xp 一 -as(R3)。 
因此 , 在 本 情形 中 , 大 阶 PB 范式 就 是 向 最 场 的 大 阶 察 勒 展开 式 ， 
[ 例 昼 ” 考 感 方程 

全 -ds 十 太 (十 OC1zl9)， ER (8.27) 
其 中 4 见 (8.33)》 .fa(z) 是 二 次 齐 次 多 项 式 ， 仍 取 《8-.35) 作为 
:2o(R2) 的 基 、 由 (8.9) 和 【8.23)， 对 2(g) 一 人 px(8)，pa(2))7E 
2352 了) 有 

8 2( 幼 一 [DPp(2] 4 一 和 22) 
Br ByeNY0O 工 
2 
-( Va(apyaz) 攻 吉 ) 
3oCBpoy2opi) 

于 是 , 对 (8.35) 的 基 向 量 ei(2) (这 里 - 卫 …， 6), 有 


Rei(g) (2 )-aexGD) -eg)， 
ae 


(8.26) 


本 一 凡 9a 呈 二 
RD 一 (2 ) es(B) 一 es(8)， 


Rea(2) 一 一 ee)， Res( 一 26s(C0)。 


Resk2y) 一 ec()， es)=0. 
央 此 , 线性 算 子 8 时 在 这 个 基 e:,…，,eej 中 的 扼 阵 表示 为 

00o ooo00 
20 0000 
01 00o0o0 

Po oooo 人 
0-1 08200 
0 0-0o010 
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为 了 确定 .Y《〈 喷 ) ,需要 求解 线性 代数 方程 组 
了 党- 和 &ER98 (8.99)》 
注意 到 玫 一 Z8, 我 们 可 得 (8.29) 的 一 个 基本 解 蛆 
{0T032005 00000 呈 
={es+3e el]， 
它 是 .f(Z3) 的 一 个 基 , 并 对 应 Gac 3aCR9 的 基 


{Ei(9)， ea 一 2 ) (中 (8.307 


扩 3s 这 / 

在 何 gaE 多 都 可 写成 

2( 扫 ) 一 al(2) 二 aapz(2y)， 
其 中 mi sea 为 常数 . 于 是 , 我 们 可 以 通过 适当 前 变换 媚 一 8 十 pa(B)， 
PE :320R2) 将 (8.27) 化 为 2 阶 PHB 范式 

要 -448 二 gz TOC 人 PP》， 多 ER 

即 

太一 扩 二 3 上 OCe)， 

护 一 而 护 扩 -aa 扣 十 OC 和 | 
我 们 还 可 以 求 高 于 2 阶 的 PB 范式 . 

我 们 知道 , 9s 药 取 法 不 是 唯一 的 ， 如 果 将 (8.30) 的 基 向 量 分 
别 加 上 多 (是 ) 中 的 向 量 ， 就 可 以 得 到 新 的 补 空间 gs 揭 一 个 基 ， 
从 而 得 到 其 他 2 阶 PB 范式 .例如 , 取 胸 (8) 的 一 个 向 量 

一 3& 史 EC 一 一 2 
5( 抱 一 3 时 8 (7 ， 
并 定义 而 () 一 全 (9) 二 3(9)， 人 (2 一 总 ( 纹 )， 取 


在 80 (3 


作为 新 的 补 空间 多 ; 的 基 , 便 得 到 (8.27) 的 另 一 个 2 阶 PB 范式 
久 一 名 十 OC|8|9)， 
加 一 拘 信 因 十 品 拓 十 OC|1s. 
剩 用 类 似 的 方法 , 还 可 以 得 到 (8. 吧 ?的 其 他 2 阶 PB 范式 ,如 
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《8.3 划 


(8.33) 


{ 久 一 提 二 人 的 二 D 人 2 (8.39) 


护 一生 内 十 OC8， 
[ 例 3] 考虑 方程 
克 一 ae 十 郑 (z)， mwER (8.34) 
其 中 4 兄 (5.33) Fo) =O(lzi. 
先 计算 (8.34) 的 2 阶 了 甩 范 起。 仍 取 (8.35) 作 为 %aCR5 的 
基 、 直 搂 计 算得 知 , 对 2( 扫 一 (pi(8)，Da(gD)7E .天 2(R2) 有 
_ 一 oapa/8ag) 十 沪 (BpyBge) 二 pa 
人 人 oa(gpa/Bg) 十 加 (payaga) 一 ) 
于 是 , 对 (8.35) 的 基 疝 量 e(8)( 这 里 二 6) 有 
eco 人 和 六- 一 2ea 十 ee 
因此 , 8 是 在 这 个 基 中 的 窗 阵 表示 为 
0 1 上 0-1 0 0 


-3 0 2 0 一 1 .0 
0--I 0 0 0 一 革 
Pr iooodio 人 
0 10-3 0 3 
0 0 0 一 LT 0 
易 见 , 矩阵 达 。 是 沟 秩 和 矩阵 , 瑟 : 亦 如 此 , 帮 方 程 
TSE -0 EEFe (8.36) 


只 有 符 解 ,于 是 抱 关 - 人 (一 {0 ,从 而 对 ooE 2 有 加 (=0。 
(8.3 人 的 2 阶 PB 范 式 为 

他- 4 上 Ole 6EPe 
即 

六 = -w+odlal， 
0 人 
其 中 不 食 二 次 项 ， 出 子 在 (8.37) 中 赂 去 三 次 项 后 的 城 断 式 只 含 线 
狂 玫 分， 它 在 非 双 本 平衡 点 随 近 一 般 不 能 反 耿 原 来 的 非 线性 方程 
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要.34) 的 定性 必 态 ， 为 此 , 我 们 要 逃 一 步 计 算 3 阶 PB 范式 ， 
取 空 间 : 交 s(R2) 的 一 个 基 : 


攻 a 人 es) (ah ( 动 
(人 (人 (人 用。 em 


类 似 前 而 那样 , 可 求 出 & 锚 在 这 个 基 中 的 矩阵 表示 ; 


100 0|0 1 0 
0ITI0 0-3 0 3 
D 0 1 9|59-3 0 
0 0 


0 0- | 0 0 0- 
方程 4 和 =- 0( 其 中 吉 ERs) 有 一 个 基础 解 组 
ft 十 00950300 一 二 0 一 站 
它 对 度 光 sc- 2s(R) 的 起 
及 (好 十 有 人 1 一 因 ( 好 二 罗 ) 
区 让 人) 
由 此 得 到 [8.34) 的 3 阶 PB 范式 
{ 钢 一 一 纺 二 4 ( 旬 十 所 ) 一 ga( 扣 十 开 ) 十 Or， 
多 一 由 十 ga( 吕 赴约) 二 30 二 十 OCy 人 9。 


《8.41) 
在 极 坐 标 系 中 《8.4T) 可 写成 较 简 单 的 形式 : 
人 (8.49) 
日 -Tar2+ Ors). 


最 后 指出 ，(8-34) 在 直角 坐 款 系 中 的 PB 范式 中 不 含 二 次 项 
前 结论 亦 可 直接 由 共振 关系 得 出 ， 事 实 上 , 矩阵 4a 有 特征 值 


短 


= 十 上 
萄 证 它们 是 2 阶 非 共振 的 , 即 对 任何 注 足 wa 十 ma 一 3 的 非 负 整 炒 
Taxsoa 共振 关 藉 
加 一 Wi 十 92s7a 《一 二 3) 
都 不 成 立 .因此 , 由 前 面 的 丫 果 得 知 , 在 PB 范式 中 , 必 有 
加 ( 幼 一 0. 
手 降 法 求 PB 范式 的 原理 比较 简单 ， 容易 进 行 计 算 。 但 是 空 
间 :将 ;CR") 的 维 数 随 史 和 了 迅速 增 大 ， 计 算 量 会 变 得 很 大 ， 此 外 ， 
在 求 不 同 阶 的 PB 范式 时 , 要 用 不 同 的 线性 代数 方程 组 求解 , 更 增 
添 了 计算 的 复杂 性 . 
2 共 斩 算 于 法 
首先 , 在 空间 .%;(CR 中 适当 地 定义 内 棱 ， 令 
灵 m 一 定 oa 各 ER 
其 中 的 记 法 如 前 , eu 为 实 常 数 、 我 们 记 


1 
TO 吕 w 5 


PC] JR、 GD) 一 (9() go()) 


对 任何 PC(o) (pi()… 
E 24(R) ,定义 内 积 如 下 ， 
人 (Co so 一 2(alg(o | (8.43) 
全 4* 为 托 阵 4 的 复兴 辑 转 置 拭 阵 (8)* 为 线性 任 子 8 印 关于 
内 积 (8.48》 的 伴随 算 子 ， 可 以 证 明 zal (9 和 )* 一 &， 然 后 ， 根 据 
弗 峙 德 从 姑 择 一 人 定理 (有 (8 的) 六 一 (CD)”) 一 -AR 多 .于 
是 , 我 们 可 取 多 一 -人 (8 全 ) 去 计算 PB 范式 . 
因为 36ACR) >.%5(R) 是 一 个 线性 偏向 分 算 子 ， 所 以 零 
空间 . 少 (8490) 击 一 阶 线性 偏 微分 方程 组 
diP(e) 三 [DP(e)] .drz 一 4*Pe)-0 
古人 230(En) (8.44) 
的 人 部 解 组 成。 
名 


{ 鲍 弘 用 共 地 算 子 法 求 例 2 的 方程 (8.27) 的 2 阶 PP 范 
式 . 
D 工 0 0 
由 于 do 人 0 本 ) 帮 4- 人 (1 0) 记 we-(w 5 Pa 
一 (CP:(e)，Ps(m))PE .2(R2) 方程 (8.44) 为 


poy1aPvyam apyam VON 1A0Y 
Po) = 人 (ap Ps/ ) 《 四 ) 一 人 | 0 
即 
1 人 一 
(8.457 
本 
它 在 2s(RO 中 的 全 部 解 为 


了 Pio 一 az。 Po(c)= acazo 二 5o， (8.46) 
其 中 4 为 任意 常数 由 于 (8.46) 给 出 的 卫 =- (Pi，Pus)7 的 全 体 
组 成 -Y (CR 富 )= 弥 。 故 可 到 go(z) 一 (ze) 去 得 到 方程 (8.37) 的 2 
阶 PB 范式 
和 GO 人 9) 汪 
人 人 
注意 ， 由 于 这 里 的 补 空间 9s 的 取 法 与 例 2 不同， 因此 了 B 范 式 
(8, 她 ) 与 (8.31) 一 (8.33) 都 略 有 差别 . 
共 辑 算 子 法 在 求 不 同 阶 的 PB 范式 时 都 遇 到 同样 的 线性 偏 油 
分 方程 组 (8.44)， 只 是 解 空 间 取 法 不 同 ， 在 计算 过 程 中 无 需 大 量 
的 矩阵 运算 .这 种 方法 的 主要 局 限 性 在 于 需要 求 出 (8.44) 在 
35KR") 中 的 全 部 解 , 这 在 目前 还 没有 通用 的 解法 . 
在 结束 本 节 时 ， 我 们 简单 地 讨论 一 下 含 参数 的 微分 方程 的 
了 PB 范式 问题 。 食 参数 的 方程 
瑟 玫 fw 如 和 Rn ER 《8.48) 
可 以 写成 扩张 系统 


如 


全 一 Am )， 

于 一 0. 
久 此 ， 我 们 可 以 咱 前 画 的 理论 来 建立 扩张 系 绕 的 P 卫 范式 .这 时 
近似 恒 同 的 全 标 变换 到 下 列 形式 . 

儿 一 杀 二 0 下， 玫 一 用 (8.50) 

其 中 (21,，P) 是 关于 乡 、4 的 齐 次 项 式 ， 这 个 变换 能 保持 方程 
六 -0 不 变 ， 从 而 所 得 的 PB 范式 仍 依 束 手 原 参 数 上 、 仿 参 数 的 
了 B 范式 的 计算 方法 如 前 记述， 只 不 过 各 项 的 系数 可 以 是 六 的 单 
项 式 。 它 们 在 劲 态 分 岔 研究 中 有 重要 作用 。 


(opERXxRo (〔〈8.19》 


第 3 章 
否 异 性 理论 和 静态 分 岔 


89 。 奇 蜡 性 理论 方法 


奇异 性 理论 是 处 理 静 态 分 岔 的 有 效 方法 ， 本 节 围 绕 静 坊 分 贫 
问题 , 引进 奇异 性 理论 的 基本 概念 . 


39.1 静态 分 贫 的 必要 条 从, 奇异 上 直 
考 患 况 态 方程 

丰 (一 2EUC4，REJER" (9.1 
其 中 CO7( 这 里 六 了 映射 克 : 可 xyT-> 多 2 Gy 是 巴 拿 赫 空 间 , 尺 是 
参数 , 设 (ao po) E 了 xy 是 (9.1T) 的 解 ， 即 忆 (ao，po) 一 0. 在 局 部 
节 态 分 售 问 题 中 ， 我 们 关心 的 是 在 (zo，Po) 附近， 方程 49. 了 的 解 
《〈 即 西数 吾 的 零点 ) 的 数目 和 稳定 性 随 参 数 严 变化 的 情况 ， 取 
(《zo，UAo) 的 某 个 足够 小 的 邻 域 9C 了 xxJ-。 记 m(U) 为 当 严 固定 时 
《9.0 在 如 内 的 解 的 数 上 月， 如果 当 产 变 化 经 过 po 时 ，P(A) 发 生 
突 伏 变 化 , 则 称 吾 在 (se po 处 出 现 静态 分 岔 ，(zo Po) 为 静态 分 
盆 点 ,Fe 为 静态 分 岔 值 ， 概 括 地 说 , 静态 分 岔 研 完 方程 (9. 卫 的 多 
重 解 问题 . 

定理 ” 设 (zo po) 满足 到 (zso fo) =0) 且 为 (zz) 的 静 春 
分 贫 点 , 导 算 子 吕 = DB (xzo Ho) 是 零 指标 的 弗 震 德 牌 姆 算 子 +， 则 
中 的 零 空间 -Y 《5 的 维 数 庆 于 0, 邯 中 有 零 特 征 值 - 

我 们 用 反 证 法 来 证 明 ， 设 若 不 然 ， 就 有 dim.4f ( 一 0 根 
据 零 指标 的 弗 蛙 德 堆 姆 算 子 性 质 ，& 是 可 逆 的 由 隐 范 数 定型 可 
知 ， 在 pe 的 某 邻 域内 存在 唯一 的 喘 射 * 一 以)， 使 得 5(Fo) = 中 
”于 参 乔 第 如 贾 韶 计 .对 光 和 作为 有 限 难 室 间 的 情 有 ,这 个 条 作 总 是 民 立 的 。 
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利克 (z(K)， 站 二 0， 这 表明 方程 (9. 的 解 的 数目 在 ke 附近 保 
持 不 变 ， 因 此 与 (so，po) 是 肯 态 分 岔 点 的 假设 矛盾 ， 这 就 证 明了 
本 定理 . 

上 面前 定理 给 出 前 态 分 岔 的 必要 条 件 , 但 它 不 是 充分 条 件 , 例 
如 , 方程 

V(r，U) 王 2 一 凡 = 小 纪 民 ， 及 所 民 

显然 有 9(D，0) 一 0， 也 e 克 (0，0) 一 3cs|o.o=0。 但 是 此 方 竹 对 任 
何必 ER 都 有 唯一 的 实 解 "= ia， 因 此 (0，0) 不 是 静态 分 贫 点 . 

如 果 在 点 (mo,， Po) 然 有 四 (oo，po) =0， 且 也 下 (co po) 的 
零 鹤 间 的 维 数 大 于 0 出 称 (zo， po) 为 下 的 一 个 奇异 点 、 设 
也 .PCco，po) 是 零 指标 的 弗 雷 德 夫 姆 算 子 。 上 由 上 而 的 定理 知道 , 车 
Cam，po) 是 如 的 静态 分 盆 点 ， 则 它 必 是 王 的 夷 异 点 ， 但 反之 不 一 
定 成 立 . 在 静态 分 贫 研 究 中 ， 我 们 首先 求 出 玉 (zx，&) 的 奇异 点 ， 
在 该 处 可 能 将 出 现 竟 态 分 省、 然后 青 分 析 闻 (z，j) 在 闸 异 点 附近 
的 性 态 , 以 判断 在 该 奇异 点 处 是 否 区 实 出 现 静态 分 贫 , 并 进一步 研 
究 分 盆 的 英 型 和 性 质 ， 尖 异性 理论 是 研究 可 微 映 射 在 奇 异 点 附近 
的 性 态 ( 称 为 " 吞 异 性 2 或 “退化 性 发 及 其 分 类 的 数学 理论 ， 

分 岔 的 奇异 性 理论 主要 包括 三 方面 的 内 容 : 识别 问题 . 开 折 问 
题 和 分 类 问题 .我们 知道 , 在 分 岔 研究 中 , 通常 可 以 利用 约 化 的 方 
法 (例如 LS 方 法、 中 心 流 形 方法 等 ) 将 原来 的 方程 降 维 ， 这 就 只 需 
讨论 低 维 方程 的 分 答 问 题 ， 下 面 通过 单 变量 静态 分 岔 问题 来 介绍 
奇异 件 理论 方法 的 基 本 思想 和 结果 ， 不 失 一 般 人 性 ， 下 面 总 是 取 奇 
蜡 点 为 原点 ， 否 则 可 通过 坐标 变换 去 实现 ， 考 号 从事 x 了 CRxR 
(CCx 玉 包含 原点 ) 到 只 的 全 体 Or" 函数 g(z， 内， 并 作 如 下 规定 
对 于 函数 ]1(w j 加 和 ga(w A)， 如 果 存 在 原点 的 某 邻 域 太 x fc 
到 x 严 使 得 内 (zz 风 0 一 多 ( 岂 ) 对 任何 (m 内 E 厅 x 产 蕊 立 ， 则 
抬 8r 和 多 看 成 等 辣 的 。 按 上 述 等 价 关 系 得 到 的 等 价 类 称 为 莹 
《germ). 所 有 这 样 的 芽 组 成 一 个 线性 空间 一 -- 芽 空 间 , 记 作 &o rs 
对 任意 个 自 变量 的 邓 数 或 映射 , 都 可 类 似 地 建立 荐 前 概念 .局 部 静 
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态 分 敬 问 题 只 涉及 在 奇 虹 点 附近 的 函数 (或 映射 ) 竹 态 ， 因 此 用 医 
去 表述 更 为 方便 - 


$9.23 识别 问题 


在 单 变量 前 态 分 岔 问题 中 , 我 们 研究 静态 方程 
go 站 =0 2 所 C 民 ,ApEFCR (〈9.3)》 
其 中 (0 0)ETx 仙 全 9EBw 并 满足 g(0 0) 一 go(0,0) 一 0( 即 
(0 0) 是 的 奇异 点 ) . 

设 9 .4EEess。 如 果 在 (0, 0) 的 某 邻 域内 存在 Or= 问 有 是 (wm 中 
(人 内，M(o)) 和 8 四 EC 它们 清 足 (0)=0， 
互 (0， 0)=0， 于 (的 >0 并 (0 0)]>0 SC0 0)>0, 使 得 

ge 内 =BCo PORK 站 ,Co))， (9.3) 
则 称 9 和 五 接触 等 价 ， 记 作 9 如 果 在 上 述 定义 中 取 开 (二 
迪 则 称 9 和 天 强 等 价 , 记 作 9 和 4， 易 知 它们 都 是 等 价 关 系 ， 且 当 
8 和 玉 时 必 有 了 ww 

由 (9.3) 可 见 , 当 g^ 才 时 ,在 原点 的 足够 小 免 域内 有 及 z0, 故 
荐 函数 go A) 和 as i) 之 间 可 通过 局 部 微分 同 且 ( 了 ，2) 相 瑟 
变换 ， 从 而 9 和 到 在 原点 附近 有 相同 的 分 岔 特性 .具体 地 说 ， 当 
3 站 有时， 有 下 面前 缚 果 〈 见 图 


9-D， 
工 ， 车 (0, ) 是 2 的 一 个 奇 一 鹃 六 
C 


异 点 ， 则 (0, 0) 也 是 天 的 一 个 0 
奇 蜡 点 ， 

2. 方程 yz， 目 =-0 和 4 加 
2&(m AD 一 0 在 (0，0) 附 近 甫 的 1 


数目 有 对 应 关 芭 ，mo(i) 一 iu( 对 (0 . 
3. 方程 5+gfz, J00=0 利 4+2(o -0 的 对 应 轴线 有 相 
所 的 时 间 定 庙 ( 这 是 由 丈 o>0, 8S>0 保证 的 )， 因 此 对 应 的 平衡 解 
好 


相同 的 稳定 性 . 
现在 讨论 奇异 性 的 识别 问题 .考虑 庆 EBEer、 设 (0 0 是 大 
欧 一 个 奇异 点 . 上 前 识别 问题 就 是 研究 与 天 强 等 份 的 9 所 需 满足 
的 条 件 、 这 些 条 件 称 为 天 的 “识别 条 件 ”， 显 然 ， 对 满足 天 的 识别 
条 和 件 的 % 其 静态 分 岔 特 仁 与 尺 相 同 . 
[ 角 ] 9 1) 与 克 z， PR 一 下 一 Hz 强 等 价 的 充 要 条 人 忻 是 在 
(0, 0) 处 有 
一 gguc 一 铸 一 0， Vero>0 和 gon<0. (9 .4 
这 里 只 给 出 必要 性 的 证 明 ， 充 分 性 的 证 明 可 参看 [8] 的 第 二 
章 &9、 取 Ye A) 的 泰 苇 展 开 式 : 
8(a 网 一 a0 十 oz 十 Gap 十 asz2 十 Gax 凡 二 osF02-Laet8 十 …， 
《9 . 细 
设 9 与 总 一 下 一 At 强 等 价 , 中 有 
gf(z， 由 一 BCo。 HT 于 [> 局 一 玉环 Co，A]， (9.6) 
根据 强 等 价 定 义 中 对 瑟 (z， 4) SC 内 的 要 求 , 取 
六 (cj 一 so 十 王 (z AD) 一 Daz 十 5 (9.7) 
其 中 so> 0 5>0。 将 (9.5) 和 (9.7) 代 入 (9.6)， 比 较 同 次 者 的 系 
数 , 得 
ao 一 0 一 0 一 aa 一 0 
三 一 一 So 有 1 一 0 66 一 08 0 
即 (9.4) 成 立 . 本 例 老 明 , (9. 和 4 是 加 = 中 一 22 的 识别 条 件 - 
对 yEd&eo 定义 9 的 限制 切 空间 如 下 ， 

BID 一 {ce(o 00gT5Co HR)gole DECEee 8 0) 一 9， 
BR2Zf9) 是 gon 的 子 空间 .此 外 ， 取 Eov 的 子 空间 多 (9),: 使 得 
对 任何 pE 终 (9)， 都 有 2 (9 上 2) 一 B2 (的 .可 以 证 明 . (参看 
[8 的 第 二 章 383 和 $13)， 对 任何 PE 杀 (9g)，9+7P 与 9 强 等 
价 . 因此 ，g 的 识别 问题 归 针 为 子 空间 多 (9) 的 计算 ， 后 者 可 以 通 
过 引进 内 蕴 理 想 去 实现 , 在 此 不 喜 详 还 . 

为 了 俩 于 应 用 ， 通 常 选 取 一 些 简单 也有 代表 性 的 多 项 式 函 数 
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afn， 呈 去 更 定 其 识别 条 件 ， 这 些 耿 数 天 称 为 苹 鲁 比 获 基 . 沙 禹 范 
式 ， 以 后 简称 为 GS 范式 . 囊 9. 工 上 列 出 了 一 些 重要 的 分 贫 问 题 
的 6I 范式 的 识别 条 件 , 其 证 明 可 参看 [8] 的 第 二 举 ， 

表 9.1 一 些 68 范式 的 识别 条 件 


编号 G8 范式 在 * 一 2 一 0 处 的 识别 条 件 
本 Bar 中 8 一 ge 一 8z-1g/Bas-tm0y 
性 区 esgn(Btg/8mt 和 3 一 8BagorD 
各 arSHZ oem/am-tgom0， 
《> 殷 megnfakg/ant 和 8 一 才 gr0 
9 一 ga 一 gu 一 0 
3 | 
ES 8 一 sBngeo 和 一 8En 4 
的 on 十 3 一 ge 一 一 0 
eagngrus 和 8 一 sgn gun 
有 gc 一 9 一 4 一 goo 一 0 
5 0 
的 ersgngem 和 8 一 8Eag 二 0 
6 8 9 一 gr 一 ggea 一 ger 一 0 
esEngamr 和 3 一 *En gonet+0 


在 天 9.1 中 , sgn 表示 符号 函数 ，4= det D2g， 其 中 了 9g 是 函 
数 9(a HA) 的 海 塞 (L.0.Hesse) 怎 阵 : 
Dog 一 人 了 (9.8) 


人 
乒 为 了 9g 的 对 应 零 特征 值 的 特征 向 量 ， 即 满足 (了 "9g)8 一 0. ge 天 
示 9 沿 媳 方向 的 导数 .& 一 evngee 一 3goo- 

值得 注意 的 是 , 在 才 9.T 上 给 山 的 识别 条 斜 只 涉及 9 的 有 限 多 
个 信 导 数 ; 这 时 , 称 G8 范式 是 有 限 确 定 的 、 在 玫 9. 工 上 的 各 个 G8 
范式 的 静态 分 岔 性 态 很 容易 知道 (参看 后 面 的 表 8.3 和 图 9-8). 因 
此 对 于 实 味 问 题 给 出 的 方程 9(z Am) 一 0， 只 要 函数 9 满足 才 上 的 
某 个 范式 志 的 识别 条 件 , 就 可 以 由 范式 天 得 知 ? 的 静态 分 名 性 态 . 

许多 高 维 以 至 无 限 维 静态 分 岔 问题 可 以 通过 LS 方法 化 为 单 


儿 


变 最 静态 分 岔 问题. 然而， 一 般 难以 得 到 约 化 函数 9 前 明显 表 关 
式 . 即使 如 此 , 由 8 6 知道 ， 我们 可 以 直接 忆 原 来 的 盘 数 的 导数 去 
污 算 约 化 函数 的 导数 ， 因 此 奇异 性 理论 特别 适合 于 与 IS 方法 配 
合 去 研究 疮 态 分 岔 问题 . 

我 们 还 要 指出 , 上 而 关于 识别 条 件 的 讨论 ， 是 对 己 知 的 G8 范 
式 进行 的 ， 至 子 在 实 嗓 应 用 中 如 何 寻找 合适 的 GS 范式 ， 道 常 是 
一 个 十 分 复杂 的 问题 . 如果 我 们 知道 函数 (zs A)， 就 可 以 试 取 
82 蔬 ) 的 泰 鞠 展 开 式 中 不 为 0 的 低 阶 项 的 某 些 线性 组 合作 为 
G8 范式 is， 忆 )， 再 考察 产 是 玛 与 9 强 等 从 、 如 果 我 们 对 于 实际 
问题 中 出 现 的 分 盆 等 征 大 致 上 有 所 了 解 ， 也 可 以 根据 已 有 的 G8 
范式 的 分 岔 图 去 试 取 合 适 的 范式 ,天 9.1. 玫 9.3 和 图 全 8 在 这 方 
面 提 供 了 很 有 用 的 信息 . 


89.3 开 折 问题 


方程 往往 是 对 真 实物 再 现象 作 一 定 的 简化 后 得 到 的 理想 的 数 
学 模型 . 真实 状态 与 理想 状态 之 间 有 一 定 差别 , 我 们 可 以 把 真实 状 
态 看 上 成 理想 状态 的 一 个 扰动 ， 并 研究 这 种 近 动 对 方程 的 分 岔 性 态 
的 影响 ， 我 们 通过 如 进 附 加 参数 , 即 所 兽 “ 开 折 ”(unfolding) 的 方 
法 , 去 考虑 可 能 出 现 的 扰动 , 伏 后 对 受 扰 后 的 分 岔 性 态 进 行 分 类 , 

1 普 适 开 折 的 概念 

对 药 gz 8) EGGEer( 其 中 几 E 呈 )， 如果 存在 芽 G( io 6)E 
Eusooy 其 中 = (ah op)E 民 (za20)) 使 得 当 &=0 时 有 

人 (wo 儿 四 一 罗 2 《9.9) 

则 称 妈 为 了 的 一 个 志 - 参 数 开 折 ，% 称 为 开 折 参数 特别 地 , 9 的 
0 参数 开 折 就 是 9 本身、 因为 Gew 忆 一 g(z 1 十 [Go 邮 
0) 一 Bo 岂 全 所 以 Go ia) 可 以 看 作 9(o 凡 ) 的 一 个 岳 动 
隙 数 , 其 中 扰动 与 考 个 附加 参数 由 、… oz 有 关 ， 应当 注意 , 9 有 无 
和 穷 多 个 开 折 , 现在 讨论 它们 之 间 的 关系 . 

设 G(o 儿 4)CGERRD) 和 和 瑟 ( 1 DB08ER) 是 芽 gf4 AD) 


困 


的 两 个 开 折 ， 如 果 在 (% 必 感 )= 0, 0, 0) 的 某 邻 域内 存在 G” 同 
是 4z，A) 一 (并 (六 用 本) 蓝 ( 8))， So 及 B)ESee， 48) 
所 cp， 并 满足 

(0 0 0)>0， 三 (0 0 09)>0， 到 (0 0)>0 (9.10) 


四 (we 凡人 = 证 三 (wo 用 四 = 
(wo 0)= 几 4(00)-0 《9.11) 
使 得 
吾 (o 凡 =S(o 和 BG(Z(o 几 B)， 
开 ( B)，4(B))， (9, 切 ) 


则 称 再 由 好 代理 (好 factors brough G) 

(9. 切 ) 表 明 , 对 开 折 五 的 每 个 元 素 吾 (,，'… B) ,都 可 找到 开 
折 时 的 某 元 素 G( "全 (8)) 与 它 接 优等 价 、 也 就 是 说 , 开 折 他 
在 接触 等 价 的 意义 下 包含 了 由 开 折 豆 给 出 的 一 切 拢 动 , 

这 里 还 对 条 件 (9.20) 和 (9.11) 作 一 些 说 明 ， 条 件 (9.10) 是 接 
触 等 价 住所 需 的 。 条 件 (9. 并 ) 保 证 G(o 户 多 和 瑟 (m 几 90) 都 
等 于 9g(o 扣 ) ( 见 (9.9)). 

{ 例 ] 令 8m P 一 台 一 KU， 显然 ，G(z， 同 oo) 一 琴 一 
Pa+oa 十 ost 是 8 的 一 个 和 参数 开 折 , 豆 (c 有 B) 一 双 一 pz 十 怀 
是 9 的 一 个 蕊 参数 并 折 , 其 中 几 _ ax 、 oa、 有 ER， 若 取 六 = 了 下 - 
HB， 了 = 此 二 838 4 一 0，4= 一 38， 则 有 (z， 几 ，B)= 
8G(X，M，4，44)、 这 表明 瑟 可 由 从 代理 . 

设 9GECEcv(4E 良 ) 好 是 9 的 某 个 开 白 ， 且 9 的 任何 开 折 都 
河 由 弛 代理 ， 则 称 邓 是 9 的 一 个 普 用 (veraal) 开 折 ，9 的 普 用 开 
折 通 常 有 无 穷 多 个 .在 它们 中 间 ， 所 含 参数 的 数目 最 少 的 开 折 称 
为 普 适 (universal) 开 折 ， 其 开 折 参数 个 数 称 为 的 余 维 数 ， 记 作 
codim 9g， 应 当 注 意 , 并 非 任何 9EEex 都 有 普 用 开 折 。， 如 果 9 没 
有 普 用 开 折 . 册 称 9 的 余 维 数 为 无 限 大 ， 此 外 , 9 的 普 适 开 拆 一 般 
不 是 唯一 的 . 

?9 的 普 适 开 折 在 接手 等 价 的 意义 于 ， 习 进 数目 最 少 的 附加 参 


好 


数 ， 就 能 包 依 的 所 有 扰动 两 数 、 因此， 在 研究 方程 9- 0 受 拒 后 
可 能 出 现 的 各 种 分 贫 性 态 时 ， 普 适 开 折 将 起 着 十 分 重要 的 作 胃 . 
&， 普 适 开 折 的 计算 
为 计算 普 适 开 折 ， 需 要 引进 切 空间 的 概念 . 9Ee 的 切 空 
间 可 定义 为 
了 (9) =- {e(o Ag+B(o yao)ge 《人 9.1) 
其 中 必 8SEuoy oGdtn、 显然， 了 (9) 是 o 的 子 空间 ， 可 以 证 
阴 ” 4 的 余 维 数 等 于 切 空间 了 (9) 的 余 维 数 , 即 
codimg 一 codim 罗 (9 一 dim 太一 瑟 , (9.1 
其 中 矿 是 了 ( 纪 在 巡 c。 中 的 补 空间，8o.s 一 全 (g] 四 若 灰 有 
一 组 基 疝 量 {po。…， 多 jj, 峙 


G(w 节 呈 =g( 站 + 入 wp 四) (9.15) 


是 9 的 一 个 普 适 开 折 , 其 中 心 = (ca …， ou)E 苔 是 开 折 参 数 ， 于 
是 普 适 开 折 的 计算 可 内 结 为 确定 补 空间 人 六 的 基 商 量 . 

在 后 而 的 表 9.3 上 列 出 了 一 些 余 维 数 不 超 过 3 的 GS 范式 的 
普 适 开 折 ， 一 般 的 结果 可 参看 [8] 的 第 三 章 8 3， 这 里 通过 儿 个 例 
子 予以 说 明 . 

[例如 设 g(z， 内 一 妇 十 有 .出 (9.13) 知 

加 ( 扩 ={fe(o 有 22 十 AD) 二 Co 1) (9z) 二 e()}， 
对 任何 EC, 由 它 在 (0，0) 处 的 泰勒 展开 式 , 有 
CD 由) 一 Fo 二 Fw 有 )2。 

显然 ， 有 JE?Z(9g)， 因 此 &s (Cg)@{01 2(g) 在 ee 中 的 
补 空间 玉 = {9h 故 eodimg 一 damn 玉 一 0 从 而 了 的 普 适 开 折 就 是 
它 本 身 。 范 数 邓 二 ji 的 奇异 点 (0，0) 称 为 极限 点 ,在 该 处 的 静态 
分 岔 图 见 图 9-3、 由 平 9 已 包含 了 对 它 的 一 切 扰动 ， 因 此 对 了 的 
任何 小 扰动 都 不 会 改变 静态 分 岔 图 ， 这 志明 极限 点 分 售 是 通 有 
的 、 图 9%.3 上 标明 的 饰 的 稳定 性 ， 是 对 动态 方程 z+g(e A)-0 
的 平衡 解 而 言 的 (以 后 均 旭 此 )， 


有 


一 ~ 人 玫 


SNC AKC 


7 7 
图 9-2 人 ws<0 《iD mw 一 0 ii aa 
图 9-3 


[ 俏 3] 设 9(o 内 一 唔 一生、 击 (9.19) 知 
了 (9 一 ee pa 一 12) 二 DCe AD Ca) 十 CD) 一 27401- 
对 任何 FE&eo 由 它 在 (0 0) 处 的 泰勒 展开 式 有 
fo 站 = oomod(9g)) 
其 中 六 是 常数 .因此 ee 一 (9) 四 FF， 补 空间 素 是 以 工 为 基 向 
量 张 成 的 子 空间 .于 是 codimg=~ dim 开 = 二 到 加 = 贡 由 人 9. 二 ) 得 
到 9 的 一 个 普 适 开 折 
全 (2 凡夫 一 号 一 环 十 ar aE 只 〈9.16》 
天 数 人 吧 一 严 的 静态 分 贫 图 见 图 9-3(ii)， 它 的 奇 民 点 (0，0) 称 为 
“ 跨 临 界 点 "或 “简单 分 多 点”， 在 图 9-3(i 和 ( 垃 ) 上 分 别 给 出 普 适 
开 折 G 当 w<0 和 %>0 时 的 青春 分 岔 图 我 们 见 到 , 对 9 的 任意 
小 的 损 动 (e 关 0)， 都 会 完全 改变 分 贫 的 性 态 . 
[网 引 设 9 司 一 富村 司 . 类 似 地 可 得 codimg 一 1 2(9) 
在 Ge 中 的 补 空间 矿 是 以 工 为 基 疝 量 张 成 的 子 空间 . 取 入 = 了 
便 得 到 9 的 一 个 普 适 开 折 
好 (oo 用 四 一 喇 十 同上 十 mw waER 《9. 反 )》 
逊 数 吧 廿 的 奇异 点 (0， 号 称 为 " 孤 文 点 "，8 及 其 普 适 并 折 @G 的 


2 


人 ac (iD ao 0GH) ax0 名 ac0 6GiD se=0 (iii) se>0 
图 9-4 图 9.5 


了 向 一 Caaod 和 的) 表示 基本 一 本 EY 办 。 


六 


静态 分 岔 图 见 图 9-4. 这 时 对 9 的 尾 意 小 的 拢 动 也 会 完全 改变 分 
盆 的 性 态 . 
[ 例 4] 设 glz，j 的 一空- 类 似 地 ， 可 得 codimg 一 寺 
也 ( 的 在 Go 中 的 补 室 间 太 是 以 4 为 基 向 量 张 成 的 子 空间 ，、 到 
也 一 %% 便 得 到 ?的 一 个 普 适 开 折 
Ge 古国 一 中 一 凡 二 oa aER (9.18) 
函数 品 一 疡 的 奇 措 点 (0，9 称 为 “滞后 点 ”9 及 其 普 适 开 折 人 的 
静态 分 岔 图 见 图 9-5。 易 见 ， 对 9 的 任意 小 扰动 也 会 完全 改变 分 
盆 药 性 态 . 
[ 铺 5 设 9gfz, 由 一 加 一 AUz， 可 以 证 明 eodimg=3.(9) 
在 e" 中 的 补 空间 是 由 {，s} 张 成 的 ， 从 而 9 的 一 个 普 适 开 
折 为 
(pp 有 四 有 ) 一 au 二 epBe2， (mm BERI (9.19) 
在 图 9-7 工 给 出 普 适 开 折 G: 在 不 同 的 (xc，B) 数 值 下 的 静态 分 岔 
鲁 ， 函 数 允 一 ma 的 奇异 点 是 “又 形 点 ”， 此 外 , 还 可 求 得 9 的 另 一 
个 普通 开 折 
Ga(z io ww 加 = 好 一 MTa+BU， (am BE 氏 (9.20) 
3. 莹 适 开 折 的 识别 
我 们 已 经 讨论 过 对 给 定 的 9 计算 其 普 适 开 拆 @G 的 问题 . 在 
应 用 中 , 往往 还 需要 考 虑 判别 普 适 开 折 的 问题 ， 即 : 已 知 9(c，j) 
与 某 个 余 维 数 因 的 G8 范式 &(a，A) 强 等 价 ，G(m 和 四 是 9 的 一 
个 卫 和 参数 开 折 忆 ER"), 我 们 要 判别 G 是 否 9 的 普 适 开 折 ， 为 此 ， 
我 们 只 需 利用 9 和 多 的 一 些 导 琢 去 得 到 某 个 年 阵 4(m 征 六, 则 
他 是 Y 的 黄 适 开 折 的 充分 必要 条 件 是 
det4(0, 0 0) 关 0. (9.21) 
卖 9.3 对 一 些 重要 前 G8 范式 (其 上 的 编号 同 才 9.3) 给 出 相应 的 矩 
阵 4 在 玫 中 ,xc.B、? 等 是 善 适 开 折 中 的 开 折 参数 ,es= 士 症 3= 士 T 
盘 , 昔 适 开 折 的 保持 性 . 转 迁 集 
设 纯 (oj 有 的 是 9(o ECGen 的 一 个 志 参数 普 送 开 折 ,〈 山 0) 
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痕 9.2 善 刘 开 折 的 识别 条 件 


CGI 范 或 矩阵 
工 ea 本 
共和 (二 3) Go 本 
go ge 
冯 ez2 十 训 Le@ 
二 ga Den 
5 区 fe 人 
Ga Gee Ca 


0 9 gzo grzz 
0 gm gu er 
Ge Goa Go Gurr 
6 Ger Co Ga 
1 8 
了 中 3 Ga Gun Garn 
人 pe 
0 0 0 


6 二 3 


gue gou gere gaae gac 
0 0 9 0 gr 2gro 
Cu Go。 Ga Goow Guee。 Geo 
Ge Gen Gpx Gpez Bar 人 gun 
Gy ze Gyre raz yo yo 

0 9 Go gear gomr 

0 goe gun guxe gune 
9 二 5 的 Go Gan Gaue Gour 
66 Bom Gor Goco Gann 
By Be Gy Gyor Gy 


吕 十 3 


10 3 Bl Guz Gu， Goze Gurmm 


卫 am 二 训 


是 9 的 一 个 奇异 点 , 由 于 普 适 开 折 @ 包 包 含 了 对 9 的 一 切 找 动 :加 
此 缉 前 静态 分 贫 图 反映 了 汝 9 受 拢 时 可 能 出 现 的 各 种 分 岔 性 态 ， 
我 们 要 讨论 开 折 参 教 & 对 普 适 开 折 G 的 分 岔 图 的 影响 ， 即 “保持 
性 (persistence)” 问 题 . 

如 果 对 aE 障 的 一 个 邻 域 可 中 的 任何 局 他 (和 。，a) 后 
G(，-，B) 接 触 等 从 ， 从 而 当 允 (w， Pa) 受 到 小 扰动 时 分 盆 图 的 
定性 性 态 保持 不 变 , 则 称 弛 在 a 处 的 分 盆 图 是 持久 的 ， 即 分 贫 是 
通 有 《{ 或 稳定 ) 的 、 否 则 ， 分 岔 图 是 非 持久 的 ， 即 分 名 是 退化 (或 不 
稳定 ) 的 

研究 表明 , 当 且 仅 当 % 属 于 下 列 点 集 之 一 时 , G(w 由 中) 的 分 
贫 图 是 非 持 久 的 

工 . 豚 = {eE 陛 | 存在 (*， 上 ,使 得 在 (w， 儿 的 处 有 节 - Ge 一 
Go 一 届 ， 

3. . 罗 - {eE 印 | 存在 (wz 由， 使 得 在 (zw 凡 o) 处 有 欢 -Ge 一 
Ge 0 

3. 乡 = 各 E 导 | 存在 (z。，J) (六 允 ， 人 六 to， 使 得 在 (oo 
几 o 处 有 对 一 Ge 一 0 

我 们 把 满足 集 多 .六 和 急 中 的 和 作 的 弛 (的 的 奇异 点 
(ww 凡 ) 分 别称 为 分 支点 、 当 后 点 刊 双 极 限 点 ， 在 图 9-3 和 图 9-4 
土 给 出 分 支点 的 分 岔 图 的 抗 劲 链 况 (注意 : 跨 临 界 点 和 孤立 点 都 满 
足 苍 支点 前 夭 件 )， 图 9.5 东 出 洁 后 点 的 分 贫 图 的 扰动 情况 ， 双 极 
限 点 包含 两 个 极限 点 〈 见 图 9 -6(i))， 它 的 分 岔 图 在 受 扰 后 也 会 发 
生 本 质 的 变化 ( 厚 图 9-6(i) 和 (ii)) . 

记 集 3 一 夫 U 5 U 9, 称 为 转 迁 集 (transition set)， 它 把 开 
折 参 数 空间 嫩 分 成 若干 子 区域 。 于是， 我们 可 以 将 BC ，… o) 
的 分 岔 图 按 开 折 参数 “分 为 持久 的 和 非 持 久 的 两 克 类 . 当 cE 卫 
时 ,G(，…， @) 的 分 贫 图 不 是 持久 的 , 并 可 按 卫 的 不 同 子 集 作 进 一 
此 的 分 类 。 当 a 续 时 ，G(-，，a) 的 分 贫 图 是 持久 的 ， 并 可 按 
各 子 区 域 作 进 一 步 的 分 类 .这 样 , 我 们 可 对 y 受 扰 后 可 能 出 现 的 各 
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俐 昌 忆 医 吾 民 


图 9-6 


种 适 有 或 返 化 的 分 贫 作 深入 分 析 . 
[ 钢 菩 考虑 Yo A) 一 空 一 由 ， 由 前 面 知道 ，y 的 普 适 开 折 
为 中 (zj 加 一 好 一 大 十 wE 民 .为 了 确定 集 家 取 
节 = 人 一 ATu=0， Go 一 32z= 一 0 Gr= 一 2 一 0. 
由 此 解 得 z=z=0 和 ax 一 0， 因 此 你 妥 仅 包含 一 点 < 一 0， 相 应 的 
Gt2， 0) 的 奇异 点 是 (0 0)， 利 用 集 党 和 分 的 条 件 ， 可 知 它 
们 不 存在 , 部 沦 一 他 史 一 地、 由 此 可 知 转 迁 集 翌 - 有 圾 - {0， 由 
图 9 3， 显 见 Ge，H，0) 的 分 岔 图 不 是 持 和 久 的 ， 而 当 wx0 时 ， 
G(z， 同 o 的 分 盆 图 是 持久 的 . 和 
{[ 便 下 考虑 多 2 有 内) 一作 一 po 它 的 一 个 普 适 开 拆 是 
G(r 几 o 有 一 喇 一 pr-Ha 二 Br 
利用 Go= 3 一 +H28m G 一 一 思 Geo 一 6z 二 39, 不 难 求 出 
用 -wo BEB2w-0， 
-1{(o BER 本 au=-BYa7hb 
3= 人 
转 迁 集 互 - 鹏 U 5 图 9 给 出 了 锭 和 交 的 图 形 它们 把 参数 
《am 避 ) 平 而 分 成 四 个 子 区 域 .在 图 上 还 给 出 集 肥 . 徐 和 各 个 子 区 
域 的 开 折 人 参数 (a，P) 值 所 对 应 竟 Gte, mw% 且 ) 的 分 贫 图 ， 在 四 
个 子 区 域 IIIJII 和 TV 中 他 的 分 岔 图 上 的 奇异 点 都 是 极限 点 . 
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在 集 字 ( 即 及 轴 ) 上 ，G 的 分 岔 图 上 有 了 蜂 痢 界 点 ( 它 是 分 支点 )， 在 
集 : 闪 ( 即 曲 线 w~ Ba7) 上 ,好 的 分 岔 图 上 有 洁 后 点 。 在 原点 处 ， 
G 的 分 盆 图 上 有 又 形 点 ( 它 噬 是 分 支点 , 也 是 请 后 点 )。 

最 后 指出 ， 尽 管 从 原理 上 茜 适 开 折 讨论 的 仍然 是 月 部 分 盆 性 
态 , 但 是 有 时 可 以 通过 局 部 结果 去 获知 一 些 全 局 分 岔 性 态 、 此 外 ， 
应 用 中 经 常 遇 到 多 参数 系统 ， 普 适 开 折 提供 了 有 关 物 理 参数 空间 
的 结构 和 选择 定性 分 析 所 需 的 组 合 参数 的 重要 信息 . 


$9.4 分 类 问题 

设 go 和 内 ESeuo 9 厅 XFC 民 xR- 民 现在 讨论 如 何 将 众 
多 的 方程 Y(w， 4 =0 的 静态 分 贫 按 定性 性 态 进行 分 类 的 问题 . 由 
于 随 着 9 的 余 维 数 增加 , 奇异 点 的 退化 程度 增 大 , 在 9 受 扰 后 可 能 
出 现 的 分 贫 情 况 越 复杂 ， 因 此 余 维 数 在 静态 分 岔 的 分 类 问题 中 起 


衷 9-3 余 维 数 不 大 于 3 的 奇异 点 的 GS 范式 和 普 适 开 折 


物 号 | 名称 | 休 维 数 | 9g 范 式 贡 适 开 折 

证 执 限 点 0 2 十 8 
站 

8 弧 立 扯 工 | ep+ra ez 十 妇 ) 二 

全 滞后 点 工 3 二 3 em SH 二 ae 

5 | 拓 和 有 | | oa | 

6 叉 形 点 2 7 二 
兴 两 次 折 半 点 | 2 2 id 十 8 十 adt 叶 甩 22 

引 四 次 扳 立 点 如 22 十 和 二 BT 

9 胶 英 尖 点 3 42 0 二 3 二 十 二 3 

10 “| 相交 阵 临界 点 | 3 2 ] ET 
1 五 交 清 后 点 | 3 | ezdax Sn 二 ad 二 Bed 


往 : 表 中 的 和 8 可 取 十 1 或 - 书 By 等 是 开 折 参 数 
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着 重要 的 作用 .这 里 只 对 余 维 数 不 超过 3 的 奇异 点 进行 分 类 ， 当 
然 我 们 还 可 对 更 高 余 维 数 的 静态 分 岔 进行 分 类 . 

研究 表明 , 若 (0 0) 是 9 的 亲 异 点 , 且 sodimg<3， 则 9 必 与 
表 9.3 上 所 列 的 霸 种 GB 范式 中 的 某 个 强 等 价 ， 也 就 基 说 , 余 维 
数 不 大 于 8 的 奇异 点 只 有 革 种 静态 分 岔 任 态 ， 它 们 也 是 在 实际 
应 用 中 经 常 遇 到 的 萝 态 分 岔 类 型 ， 相 应 的 分 贫 图 见 图 9 8， 有 关 
它们 的 普 适 开 折 的 转 迁 集 和 持久 分 贫 图 的 更 多 结果 , 可 参看 [8] 的 
第 四 辜 8 4. 

在 静态 分 贫 研 究 中 , 奇异 性 愤 论 不 但 是 一 种 有 效 的 理论 方法 ， 
而 且 有 助 于 对 数值 计算 和 实验 得 到 的 结果 进行 深入 分 析 ， 因 此 是 
很 重要 的 、 


总 


NAAAS 


图 9-8 ” 开 种 奇异 点 的 分 区 图 
《图 上 所 示 的 稳定 性 是 对 动态 方程 卫 L3 6m 内 一 0 的 平 奖 妊 而 半 的 》 
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8 IO 单 变量 表 态 分 售 
前 面 介绍 了 单 变量 静态 分 售 的 奇异 性 理论 ， 本 节 通 过 一 些 例 
子 进一步 说 明之 . 
8$10.1 婵 性 结构 系统 
[ 铺 匡 “本 件 - 弹 稀 系 绕 
先 考 感 图 10-1 所 示 的 力学 系统 ， 它 由 两 概 饺 捷 的 刚性 村 及 
扭转 滋 策 组 成 、 设 杆 长 等 于 了， 弹 移交 弹性 系数 也 等 于 1， 在 刀 


点 处 作用 着 水 平 压力 和， 取 角 度 @ 为 此 系统 的 状态 变量 ， 设 系统 
处 于 静 平衡 状态 、 该 系统 前 势能 为 


(wm 轨 - 呈 二 和 (oosz3)， (0 . 切 
其 中 第 一 项 是 弹簧 的 弹性 势能 ， 第 二 项 是 外 力 所 作 的 功 ， 痊 平衡 
状态 由 下 而 的 方 释 决 定 ; 

7 为 = 狗 -c-aksinc-0， (10.3 


显然 ,了 Lo， 到)- 区 (0 二 )-0 故 (e 入-=(@ 吉 ) 是 了 的 一 个 
厅 蜡 虞 ， 


图 10-1 图 10-2> 
作 变 换 凡 = 和 一 17/2, 方 各 (10. 全 变 为 
8(2 岂 ) 三 2 一 (3 十 Isin ge 一 0. 《10.9) 
(mm HK 0 功 是 9 的 一 个 奇异 点 , 在 该 处 有 
多 0 妥 一 ge(0 轴 一 gcc(0 贡 一 色 0 号 = 沙 
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guon(0 9 gex(0 0 一 一 93. 

根 扣 表 9. 了 给 出 的 识别 条 件 ， 可 知 g(zm 内 与 G8 范 式 Ma 站 = 
me 一 pa 强 等 价 ,从 而 , 在 (0 0) 处 方程 9(z， 1 一 0 与 方程 Ra， 
=-0 有 相同 的 分 岔 性 态 ， 即 在 该 处 出 现 超 临 界 叉 形 分 谷 ， 其 分 盆 
图 见 图 9-8 的 第 六 行 的 第 一 图 ， 由 于 2=A+ 吉 ，5(z， 和 =0 在 
(o， 井 ) 处 出 现 超 临 界 又 形 分 盆 ( 见 图 10-9。 

再 考虑 上 述 系统 的 一 个 锭 动 系统 
《 允 图 10-9)， 抗 动 来 自 两 方面 ， 一 
方面 是 结构 重量 的 影响 ， 它 可 志 作 用 
在 中 间 匀 链 向 下 的 力 8 表示 。 另 一 方 
而 是 弹 筑 的 非 对 称 性 ， 它 可 由 当 所 有 
外 为 居 为 0 时 丁 系 的 平衡 位 置 mo=8 
表示 ， 如 果 弹 货 大 对 称 的 ， 则 5- 0， 我 们 过 附加 的 小 参数 。 和 
3 去 描述 护 动 、 这 个 扰动 系统 的 势能 为 

FF 和 58) 一 (一 蚊 2/2 二 20(cosz 一 二 十 58ing (10. 分 
往 平 衡 状 态 由 下 面 的 方程 决定 : 

(az，X，8， 让 二 2 一 5 一 2 sin w 十 009X 一 0， (10.5) 


图 10-3 


即 

人 (we 加 汪 人 )=x 一 3 一 (24+1)sinz 二 aceosz 一 0， (10.6》 
因为 Go 由 0 有) 一 gm AP)， 谢 以 G 是 9 的 一 个 3 -参数 开 折 ， 
我 们 想 知道 # 是 否 是 9 的 一 个 普通 开 折 , 即 G 能 和 否 包 含 g 的 一 切 
扰动 . 由 于 9 与 GS 范 式 下 = 吹 一 Ha 强 等 价 , 我 们 当然 可 以 根据 骨 
9.2 给 出 的 普 适 开 折 识别 条 件 去 判定 。 这 里 不 作 详细 计算 , 只 从 
另外 的 角度 给 出 一 些 说 明 ， 作 变换 


5=2815 me ao- ， (107) 


yt 
则 方程 (10.6) 可 察 成 泰勒 展开 式 : 
五 (及 由 后) 二 欠 一 8 十 叶 一 本 上 --0， (10.8) 
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如 果 略 去 高 阶 项 ，(10.8) 给 出 站 o 咏 一 名 一 站 的 一 个 善 适 开 折 ， 
出 于 (区 . 他 是 微分 同 肘 ， 它 把 朵 2 四 和 五 (% wo 吕 ) 分 别 变 
为 Ce 由 和 Go 必 5 8， 因 此 G(o 钙 5 5) 应 当 是 gw 上) 
的 善 适 开 折 ， 若 取 组 合 套数 mi 、ao， 则 9g(z,， 几 ) 的 奇异 点 (4 0) 受 
拢 后 可 能 出 现 的 各 种 分 倪 图 以 及 转 迁 集 的 情况 见 图 9 7 我们 还 
可 以 通过 变换 (10.7), 得 知 在 原来 参数 (* 3) 平 面 上 的 转 迁 集 。 
[ 例 3] 压 丁 是 曲 
我 们 继续 研究 8 3 中 的 压 杆 届 昌 问题。 利用 I8 方 法 ( 见 86 
例 3), 巴 拿 替 空 间 2 中 的 非 线 性 方程 ( 见 (6.20)) 
再 (ww 四 二 一 加 一 上 stm 一 0 
VE 末 ， 几 会 让 《10.9) 
在 奇异 点 他 站 一 (0，1) 附 近 的 分 贫 癌 题 可 约 化 为 一 维 分 岔 方程 
《〈 见 (6.34) 或 (6.35)) 
930m AD 一 0. 《10.20) 
前 已 指出 ， 我 们 无 法 得 到 方程 (10.10) 的 具体 才 达 式 , 因此 不 能 直 
接 对 (加 .10) 进 行 分 岔 分析， 然而 , 我 们 可 以 用 奇异 性 方法 去 进行 
定性 分 析 , 首先 根据 闸 异 性 的 识别 理论 去 研究 奇异 点 (0,1) 的 分 舍 
性 态 。 为 此 ， 要 用 8 6 给 出 的 公式 由 函数 达 的 导数 去 计算 9 的 一 
些 导 数 ， 注 意 到 这 里 的 函数 妃 (xo 内 是 的 坷 函数 , 即 到 (一 局 4) 
一 一 至 ( 轧 AD) 由 6 知道 ，9 的 导数 计算 可 以 大 大 简化 ， 在 闸 异 
Sto, 处 有 下 面 的 结果 : 
工 -9 一 go 一 gcc 一 9 一 0. 
2. gunue 一 《Wi，Da8 (on oa 且 )>。 
因为 多 (8)+ 一 -信人 8)， 所 以 双 一 二 一 e08s， 此 外 , 考虑 到 


TB 抒 间 loo= 一 天 训 5[(E 二 0 二 
二 sn 三 全] inc 
oa(O) =， 
62 


| 怖 朋 出 


估 油 


放 有 grer=《cogs，cns8s> - 『 cosss CS :- 法 >0， 


3 gap 一 《0 (了 玉 了 eva5>- 
考虑 到 丽 x 一 一 aa 有 《了 Fo) oop 一 一 加 = 一 c08s, 故 有 


gw 一 《eoss cossy 一 -eesa- 一 至 <0. 


由 家 9 江 知道 ，9(m 刀 ) 在 奇异 点 (0 二 附 近 强 等 价 于 G8 范 
式 允 w 咎 天 -CU 一 蕊 wp 因此 约 化 方程 (10.40) 在 (0 了 处 出 
现 超 临 异 叉 形 分 盆 ， 原 方程 (10.9) 也 在 (zw 册 ) = (0， 巧 处 有 同样 
的 分 岔 性 态 ， 这 个 结论 与 由 精确 解 得 到 的 结果 〈 见 图 3-3) 一 致 . 

实际 的 杆 件 往往 有 某 些 缺陷 , 如 征 小 的 原始 弯曲 .材料 的 非 对 
称 性 、 妙 眼 等 ， 它 们 可 以 看 作 是 对 弹性 杆 系统 的 扰动 .我们 能 够 
利用 普 适 开 折 再 论 去 讨论 有 缺陷 的 压 杆 的 一 切 可 能 的 届 由 状 
态 s0， 


8 10.3 化 学 反应 器 系统 


现在 讨论 83 中 的 OSTE 的 静态 分 公 问 题 ， 考 崖 系统 (3.10) 

的 平衡 态 (2% 9), 它们 满足 静态 方程 

和 -De 一 分 本 0 一 0 
| 六 TBD(9 一 2%)-0， 
其 中 各 量 的 含义 参见 (3.10) 的 说 明 . 从 第 一 式 电解 出 纺 并 代入 第 
二 式 , 令 z 一 2 7 则 有 
G(o oo 应 妨 = GT+mzra 一 于 避 全 一 

(10.12》 


(10.11y 


其 中 
4(z)=exp[ 一 yay(1-+o)j 
HrX/(8D)， 2-go[7 局/ 似 
? 为 常数 并 要 求 z>0. 
首先 指出 ， 对 Y> 8/3， 存 在 唯一 的 一 组 数 和 一 (zo，Ho，om， 
局 ，?)，, 使 得 在 (ze ko) 处 g(2， 1 一 (ai oo， Bo，7o) 有 一 个 
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双 爱 尖 点 ， 为 此 , 我 们 证 胃 闷 邮 四 及 妖 的 下 列 方程 级 


仓 = Go 一 Ge 一 Cr=Gos0 


(10.13)》 


有 了 瞧 一 的 解 ze= (so，Ho，ao，RBo，‰)， 使 得 在 该 处 有 Geoe>0 和 


Ge>0. 记 人 THQud(c)- 容易 求 出 下 列 结果 : 


G- (HTR)e 一 0 一 eu/4 
Ga 一 ay/A 

Go- (IT 十 aero 和 
Gan 一 ILT2x8U4 (4 


Gao=eBhP[4 DA 下 一 28u(4z))7 人 


此 外 ,对 和 > 一 二 7> 册 有 
4() 一 eZP[ 一 ?ea/T 十 区] >>0， 
4 一 ?4(mACT-Hoia<0， 


no) 一 [72 十 37( 人 12 4(z)A LTo)a>0. 


出 (19.13) 的 第 四 式 , 求 得 
人 一 中 、 

代入 (10. 芭 ?前 第 五 式 , 并 利用 4 的 表达 式 , 有 

RuC4+9z40) 一 一 工 
等 由 (10. 塌 ) 的 第 三 式 , 有 

BCa42--.440 一 4 
由 (10.I5) 和 (0.16)， 得 到 

TYd 一 0， 


即 
To 一 工 一 0 


当 ?>0 时 , (10.18) 有 唯一 解 zo, 满足 zo>0. 
把 (10.14) 代 入 (10.13) 的 第 二 式 , 有 
2 
Rhm4 


将 (10.15) 与 (10.49) 相 除 , 并 令 s= wo, 有 


(oo) 上 3zod'(oo) 
内 Ta 


84 


(10.14) 
(10.15? 
(10.16)》 


(10.) 
(10.18) 


《10.19) 


(10.30》 


代入 ( 芭 - 巧 ), 可 得 


4d(ao) 十 税 册 (oo) 
TS ， 0 
在 (10.14) 中 令 p=m 有 
ao= ao[1L 十 Bonuo (co)]2。 《10.39) 


最 后 , 把 上 泗 结 果 代 入 (10.13) 的 第 一 式 , 有 
90 一 《H 二 Ko)zo 一 mpo/1+Bor4dkzo)，、 《10.98) 
这 样 便 得 到 唯一 解 加 = (zo，Ho co， 有 Bo oo 
记 4=~I+Bone40zo)- 容易 计算 在 处 有 


Goola- 2 人) Sa>0， (10.34) 


这 是 因为 当 7Y> 8/3 时 , 可 证 .Bow 和 44(zo)、 色 都 大 于 0. 此 
外 ,在 和 处 还 有 


Go 一 oaBoA3[44 (oo) -这 oao4r(ze)] 0 


(10.95) 
这 里 已 用 到 在 该 处 Geo 一 0 的 条 件 . 因此， 根据 才 9 拭 的 识别 条 
件 ，8(2 内 到 BC 几 ao， Bo 0) 在 奇异 点 (xzo，Ao) 附近 与 产 ( 思 
必 ) 一 2 十 情 强 等 价 . 

我 们 把 G(m 几 m% B， 幼 作为 8 各 在 (ro Ho) 附近 的 3 
参数 开 折 , 现在 证 明 挟 是 9 的 一 个 普 适 开 折 ， 根 据 骨 9.2 第 8 行 
的 普 适 开 折 识 别 条 件 , 只 需 证 明 距 阵 (注意 到 在 a 处 Gev 等 于 0) 

0 0 0 Guoe Ge 
9 0 Go Ge Gone 
盏 -| G。 G。 Go Go。 Ge (0.36) 
Ge Go Gan Ger Gene 
G Ge Con Ge Gooe 
在 5 处 的 行列 式 不 等 于 0. 在 召 的 第 互 行 中 除 Go= 工 外 ， 共 他 
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元 素 均 为 4, 故 

0 0 Geee Gorn 

0 Gun Godj Goue 

Goe Go Gone Gooo】 

Ge Goo。 人 poo 人 pual 

容易 计算 , 在 (10.27) 的 第 2 和 4 行 的 学 索 中 有 
Goz_ Guo -Guoun -及 (10.3》 


et 再 -dei 《10. 的 ) 


把 (10 中) 的 第 2 行 乘 以 一 /有 再 加 到 第 4 行 ， 就 可 使 第 4 行 的 
后 三 个 元 素 变 为 0, 从 而 


日 Geee Geo 
oo 人 Go 2 (19.39》 

oo Bon Geoe 
考虑 到 Bee- exis[1 一 8 4(2]4(e)7 4 利用 前 面 的 结果 ， 可 知 
GuclaK0， 再 证 革 (10.29) 中 的 行列 式 不 为 0， 注意 到 在 ‰ 处 有 


Geue]o 一 17Geejs 一 小 (10.30) 
因此 该 行列 式 等 于 
Gee(Guone 人 ww 一 BonGanm 一 GzonGae 《10.31) 
容易 计算 @8 的 其 他 几 个 导数 
Gan= 一 世 / 中 
Cone= 384(z)7 45 
Bon au8[1 一 36140042 4 (10.327 


因为 Geel。 一 0, 并 由 (10.34), 有 
(GoueGoo 一 Gun Gano)lu 一 一 2uoBo di(oo)/ 48>0. 

由 (10.3 站 )， 有 Gecsla>0.， 所以， 在 z 处 该 行列 式 大 于 0 综合 
上 面 结果 , 便 有 det 杏 | 大 0。 

肝 于 Vko, 由 ) 在 (xzo， ji) 附近 与 玫 we， 凤 ) 一 到 十 je 强 等 价 ， 它 
们 的 普 适 开 拆 就 有 相应 的 持久 分 盆 图 图 10-4 给 出 在 (oo jw 
oo Bo mo) 附近 Ge po mu @， 攻 的 主要 分 贫 图 类 型 (1 旭 对 
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gz， 且 一 他 (wz， 反 ，wo，Bo，?0)} 给 出 的 双 惨 兴 点 分 信 图 ，(i) 信 
《vii) 基 七 种 持久 分 贫 图 它们 描述 了 QSTR 系统 (3.10) 的 平衡 
态 可 能 出 现 的 主要 静态 分 岔 性 态 ， 


二 从 
妇 》 《ii Gii) Yi 
NS SA 2 Re 
>》 二 后 2 ii 


图 19 4 


关于 硒 异 性 理论 在 化 学 反应 器 的 分 岔 研究 中 的 更 多 应 用 ， 可 
参看 [55]. 


8$I0.3 反应 -扩散 系统 


我 们 着 重 讨 论 $ 8 中 的 布 鲁 赛 尔 振 子 系统 (3.22) 的 静态 分 贫 
问题 ， 设 空间 是 一 维 的 , 空间 伙 标 为 *， 取 平衡 状态 立 一 (z)， 玉 
= 了 (az), 它 由 静态 方程 

一 44 (BF1) 瑟 -了 了 -0， 
一 DZ 一 至 系 上 十 瑟 叶 一 0 
确定 ， 我 们 考虑 (10.33) 在 区 间 0<z<! 上 的 解 , 并 取 边 界 条 件 
互 (0)- 瑟 ( 芒 - 4， 工 (0)= 了 (人 D=B/ 4 (10.34) 
显然 , 这 时 光一 个 空间 均匀 ( 即 与 过 无 闫 ) 的 解 
和 =-4， 了 -~ B/4. (10.35) 
下 画 取 (10.35) 作 为 基本 解 , 去 三 究 空间 非 均匀 的 静态 分 贫 解 ， 引 
入 新 变量 


(10.93) 


au 下 一 册 wy 了 -了 B/4， (10.836) 
方程 (10.33) 成 为 


go ww 及 = (! Te 中 -0 40.37) 


B7 


其 中 
人 -全 的- 人 人 mm 


也 0 Doj on 一 五 “一 .42 从 
Wo 风 =- 一 ( 卫 er34aod4en )( 习 G10.39) 


分别 为 加 中 的 线性 和 非 线性 部 分 ， 这 里 取 吾 作 为 分 名 参 数 ， 蕊 、 
也 .4 为 常数 ， 边 界 条 件 ( 代 0.34) 成 为 
at0)=w(D 一 0 aoD)=YGD 一 中 (10.40) 
空间 汐 匀 解 (10.35) 成 为 v= 小 wm=0. 显然 , 有 
&= Duueo(0 0 了 3). 
为 了 确定 零 空 间 -Y(8) ,考虑 线性 方程 


sj Cd0.41) 


在 边界 条 件 (10.407 下 的 非 平 凡 解 ， 即 中 的 零 特 征 值 问题 ， 直 接 
计算 得 知 , 当 


必 杨 42 ps 
了 Bo 二 天 二 + 轨 mmEN 
《10.42) 
讨 ， (10 .乌有 满足 边界 条 件 (10.40) 的 非 平 凡 解 
oa Die 
人 -ae 全 人 am 


其 中 x=mz/ e 为 非 零 常数 ， 由 此 可 
见 ， 当 加 一 Bw 时 ， 算 子 足 有 和 零 特征 什 ， 
相应 的 特征 函数 为 (10.48)， 即 当归 一 
Bom 时 ， 算 子 & 有 由 (10.43) 张 成 的 非 空 
霍 空 间 .f(&)， 因 此 (0, 0，Bwm) 是 函数 
印 (w 沁 吾 ) 的 奇异 点 (oaE 全 )、 网 10-5 

人 给 出 召 。 的 变化 曲线 ， 根据 线性 稳定 性 
定理 (所 附 水 第 156 页 )， 由 于 当 于 -~ Bo 时 员 有 零 等 征 值 , 故 基本 
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解 (% 轨 = (0，0) (作为 系统 (3.2 红 ) 的 平衡 解 ) 处 于 线性 稳定 性 的 
申 界 状态 , 即 吾 。 曲线 是 基本 解 的 线性 稳定 性 的 临界 曲线 . 当 吾 > 
Bn 时 ， 解 (ww 切 一 《0 0 是 不 稳定 的 ， 记 瑟 = min{Bmnl ERh， 
它 是 基本 解 拓 稳 的 最 小 召 值 .这 里 只 考虑 B。 只 对 应 一 个 正 整数 
mee 的 情形 , 此 时 & 有 单 重 零 特 正 值 ，.f”《&) 是 一 维 的 、 我 们 讨论 
方程 (10.37) 在 奇异 点 (0，0,， 了 好) 处 从 基本 解 产生 的 静态 分 盆 . 
记 如 = (tw bn 从 = 吾 一 Bo 方程 (10.37) 成 为 
万 (op， 问 二 三 (ww 几 二 Ba) 一. (10.41) 
显然 ，(0，0) 是 歹 (tp， 由 的 一 个 奇异 点 .我 们 将 在 该 处 讨论 苦 态 
分 贫 ， 上 在 (D，0) 附近 对 方程 (10.44) 用 IS 方 法 进行 约 化 ， 取 函 
数 空间 
和 -facea(o Dipo(0) = 人 =-0， 2 oro 1 
记 册 一 Dez(0. 9)=&|z-a， 由 上 面 知 道 ，&o 的 单 重 零 特 征 值 对 
应 的 一 个 特征 函数 是 
av = 位 (10.45) 
其 中 xo=momr/t， 于 是 .4 (&o) 是 由 to: 张 成 的 一 维 子 空间 ， 即 
扩 (&o)={=otpileER}、 在 空间 多 和 多 中 定义 内 积 
oo 办 = wm)a，。。。 vpmEQ (或 多 ) 
并 取 空 间 的 正 交 分 角 : 
ARo0B-ACOD 2 (GD22(8D 
租 并 弗 震 短 乔 如 定理 ， 有 纸 (一 -AR9)， 其 中 对 是 o 的 任 
随 算 子 ， 直接 计算 得 知 
Ritp 一 - 作 ju- 人 2 (10.46) 


2 42 

方程 Wip~ 和 的 一 个 解 ( 即 辕 的 零 特 征 值 对 应 的 一 个 特征 函数 ) 是 
人 人 

一 9 | 工 小 (19.47) 
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闪 比 有 多 (8 (CR 一 ftp=otcilcER+， 按照 通常 的 TS 
访 法 , 我 们 最 后 得 到 一 维 的 分 盆 方 程 (参看 (6. 芽 )): 
9， 1) 二 GE， (Di 十 著 人 ED 0 及 )> 一 9 二 ER 
(10.48) 
当然 , 我 们 无 法 求 出 通 数 攀 , 从 而 也 不 知道 函数 g 的 具体 表达 式 ， 
但 可 以 利用 到 的 导数 去 计算 9 的 导数 ,再 用 奇异 性 理论 进行 分 岔 
分 析 . 
注意 到 对 一 切 凡 ER， 刀 =0 巡 终 是 方程 (10.44) 的 解 ， 出 86 
知道 9 的 量 数 计算 可 以 大 大 简化 .现在 把 在 (0，0) 处 的 一 些 结果 
列 出 : 
工 9=%=9%e=0， (10.49) 
2，gtr 一 人 Di DPC tpi)》， 
直接 计算 , 得 到 
Tow to0-3[( 屯 邮 +a4ouon]) ( 一 )， 


其 中 zw 由 (10. 和 35) 给 出 ， 此 外 , 我们 把 人 0.43) 的 函数 召 。 当 mm 
连续 地 变化 (不 只 取 正 整数 值 !) 时 前 极 小 值 互 和 相应 的 丈 《 见 图 
了 -5) 近 似 地 作为 召 。 和 ro 即 取 
瑟 二 再 一 1 十 丰 42/Da 34、/ TD 
mo 生机 = (421DDa)2 
璋 用 上 述 圭 果 , 便 可 求 出 
our2De(4- 允 外 inaxozgz。 《10.50》 
3. gu 0 (Dapy>， 
直接 计算 , 得 到 


ER -1 0 -df 
po 人 工 ojmof 让 
类似 上 面 那样 , 可 以 求 出 
Da 人 ina Da 
从] snzmzaz=- 世 二 (10.5) 
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和 986 一 《Di tp) 一 8D2P(t te) (10.59) 
其 中 tps 一 Qi PD2B(zpnb tp)， 卫 是 从 多 到 须 (o) 的 投影 算 子 。 
下 面 进行 奇异 性 分 析 ， 分 两 种 情形 讨论 : 
工 . ze 是 吞 数 
利用 (10.49)(10.51), 便 得 知 在 (0 0) 处 有 
89 一 i 一 名 一 
Win<0， 
Wir= (8/3)Da( 4 一 Da/ 力 )[mad. 《10. 吕 ) 
记 8 一 sgngee(0, 0)， 根 据 表 9 给 出 的 奇异 性 识别 条 件 , 我 们 出 
(10. 品 ) 知 道 , 当 4 关 .Doy Di( 即 8 入 0) 时 ,9(E， 加) 在 (0， 0 附近 强 
等 价 于 GS 范式 ACE， 站 一 吕 ? 一 上 姨 ， 于 是 分 岔 方程 (10.48) 在 
《0, 0) 处 出 现 中 临界 分 贫 《 见 图 10-6) . 原来 的 静态 方程 (10.44) 
也 应 有 同样 的 分 岔 情况 ， 且 由 IL9 方 法 知道 ， 在 (0，0) 附 近 ， 
《10 44) 的 分 盆 解 可 写成 zp 一 tpiTO(6) 的 形式 ， 这 表明 分 岔 解 
具有 形 如 sin(snewa/2 的 主 部 的 空间 周期 结构 . 


(5=1 GD) 8 一 ~11 
图 10-6 
可 以 证 明 , 存在 只 前 某 个 最 小 值 wo 使 得 当 忆 < 内 时， 方程 
(10,49) 只 有 了 唯一 的 零 解 也 =0. 因此 , 在 图 10-6 上 ， 分 贫 解 曲线 
必定 在 司 处 拆 返 ， 即 在 必 处 出 现 极限 点 分 贫 ， 在 该 处 出 现 的 新 
的 解 一 般 是 稳定 的 . 
如 果 42… Do/D 这 时 yx~0, 我 们 就 需要 计算 9 的 更 高 阶 导 
数 ， 由 (10. 唱 )， 并 考 虐 到 me 为 奇数 时 有 DER (tp zz) 一 0 出 
《10 5) 可 求 得 在 (0 0) 处 
ft= 《9r/ 和 (LTD 4 >0. 《10.54》 
391 


根据 表 9.1, 这 时 9(E, A) 在 (0, 0) 附 近 强 等 价 于 ( 扫 范 式 6 各 
一 癌 一 由 , 从 而 在 (0 0) 处 出 现 超 临界 叉 形 分 岔 ( 见 图 10-7)- 

2.， mo 是 侦 数 

利用 (10.49) 一 10 下) 得 知 在 (0， 0) 处 有 

9 一 %-ge=ge 一 0 gtr<0. (010.55) 

限 此 , 还 需要 考虑 grex。、 当 ne 为 偶数 时 ， 用 (10.53) 去 计算 gru 将 
涉及 道 算 子 75" 这 就 十 分 复杂 ， 在 此 不 作 介绍 ， 要 指 岂 的 是 ， 对 
于 数 芒 .Da 和 蒜 的 不 同 数 值 , geef(0，0)? 有 可 能 取 正 慎 、 负 值 或 0 


国 81 人 3 一 一 
图 19-7 图 19-8 


记 5=sgngeexr(0 0)、 根据 表 9.1， 如 果 gerr(0 0) 关 0， 则 
9 寺内 在 (0 9) 附近 强 等 价 于 GS 范式 朵 5 内 一 中 ? 一 上 由， 于 是 
5- 工 对 应 超 临 界 又 形 分 从 ，5- 一 1 对 应 亚 临界 叉 形 分 岔 〈 兄 网 
20 8)， 分 岔 般 同样 有 形 如 sin(wxemz/t) 的 主 部 ， 当 8 一 一 时 ， 
分 贫 解 曲线 同样 出 现 折返 现 象 ， 如 果 geee(0, 0) 一 0， 我 们 还 要 考 
上 忠 9 的 更 高 阶 导 数 , 才能 讨论 该 处 的 分 岔 性 态 . 

上 面 研究 了 &o 有 单 重 堆 特 征 值 ( 即 如 只 对 应 一 个 正 整数 
mo) 情形 的 静态 分 贫 ， 然 而， 在 参数 、Da 和 了 4 的 某 些 敌 值 F， 
& 可 能 有 二 重 零 特征 值 〈 即 B。 对 应 两 个 正 整数 ra 和 aa 一 mo 十 
4) 此 时 -KK&o) 是 二 维 的 ， 上 述 分 岔 分 析 结 果 不 再 成 立 ， 在 多 重 
特征 值 情 形 中 , 系统 通常 月 一 定 的 对 称 性 , 我 们 可 用 群 论 方法 来 研 
帝 对 称 分 岔 问题 (参看 $ IIL) ， 此外, 多 重 特征 值 铺 形 是 退化 的 , 适 
当 的 小 近 动 会 使 多 重 特征 值 分 裂 成 相近 的 多 个 单 重 特征 值 ， 我 们 
也 可 用 把 劲 法 去 讨论 扰 动 系统 的 分 贫 . 研究 结果 表明 , 当 Wo 有 二 
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重 零 特征 信 对 , 拒 动 系统 不 仅 月 如 sm(ra me/ 信和 sin(marz/ 从 
的 主 部 的 一 级 分 贫 解 而 且 在 一 定 条 人 性 也 还 有 形 如 
妈 stn (om oa/ 世 十 casln(mamz/ 玉 的 主 部 的 二 级 分 岔 解 ， 即 扰动 系 
统 可 能 出 现 单 模 态 和 双 复 态 的 复杂 空间 结构 、 

布鲁塞尔 振子 系统 是 一 类 典型 的 二 阶 反应 -扩散 系统 ， 其 空 
向 结构 是 通过 扩散 稳定 性 与 化 学 不 稳定 性 之 问 的 竞争 而 形成 
的 。 如 果 扩 散 过 程 由 凯 愚 - 希 里 亚 特 广义 扩散 定律 ( 见 (3.20)) 支 
配 , 扩散 过 程 可 能 是 稳定 或 不 稳定 的 ， 由 此 建立 的 四 阶 反应 -扩散 
系统 中 , 可 能 存在 扩散 稳定 性 与 化 学 不 稳定 性 之 间 的 竞争 , 也 可 能 
存在 扩散 不 稳定 性 与 化 学 稳定 性 之 问 的 竞争 ， 因 此 , 遍 恩 - 希 里 亚 
特 广 义 扩 数 机 理 进一步 扩展 了 耗 散 结构 理论 的 研究 与 应 用 范围 。 
猎 究 表明 [serrsa， 四 阶 反应 ~ 扩散 系统 有 着 出 二 阶 反应 -扩散 系统 
更 丰富 的 分 岔 现象 和 更 复杂 的 空间 结构 ， 特 别 地 ， 即 使 单个 四 阶 
反应 -扩散 方程 给 出 的 系统 ， 也 有 多 种 形式 的 二 次 分 贫 ， 即 在 单 组 
分 的 情形 下 亦 会 出 现 各 种 多 模 态 的 空间 结构 ， 


8 1 有 对 称 性 的 葡 态 分 舍 


许多 自然 现象 具有 不 同 对 称 性 , 它们 会 反 喘 到 数学 模型 上 来 - 
此 外 ， 在 处 理 数学 模型 过 程 中 ， 有 时 也 会 遇 到 意 想 不 到 的 对 称 性 . 
分 备 人 性 态 不 仅 与 参数 改变 有 关 ， 而 且 受 到 系统 本 身 的 对 称 性 影 
响 。 因 此 有 对 称 性 与 无 对 称 性 的 系统 的 (静态 或 动态 ) 分 岔 有 重要 
的 差别 .虽然 在 具体 系统 的 分 岔 研究 中 , 我 们 可 以 不 考虑 对 称 竹 而 
一 般 地 讨论 分 盆 性 态 ， 但 这 祥 做 就 无 法 区 分 到 底 哪 些 性 质 与 系统 
的 对 称 性 无 关 , 哪些 性 质 是 由 对 称 性 引起 的 , 也 就 无 从 利用 对 称 性 
去 统一 处 理 和 箭 化 分 贫 分 析 ， 有 对 称 性 的 分 盆 理 论 包含 丰富 的 内 
容 , 涉及 多 方面 的 数学 方法 ， 本 节 先 引进 对 称 性 的 一 些 概 念 , 然后 
介绍 有 对 称 性 的 静态 分 岔 问题 的 等 变 奇 异性 理论 ， 最 后 讨论 对 误 
性 玻 缺 总 题 . 
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StL 对 称 性 说 念 

对 称 性 是 指 系统 在 革 些 变换 作用 下 保持 其 结构 的 性 瓜 ， 这 些 
变换 的 集合 往往 构成 一 个 群 ， 因 此 ， 群 论 方法 是 处 理 对 称 性 问题 
的 主要 工具 、 这 里 主要 用 到 作用 在 Re 上 的 紧 李 群 

记 Go 为 色 上 的 全 体 可 道 线性 变换 组 成 的 群 ， 即 全 体 非 
柯 异 的 zxz 实 矩阵 按 和 矩阵 乘法 组 成 的 群 ，G 友 (m 中 的 有 界 闭 子 
群 称 为 紧 李 群 ， 下 面 举 出 几 个 常见 的 例子 

[ 例 可 维 正 交 玫 OO = {4EGECmD144z= 人 ， 

[ 例 习 “m 维 旋转 群 (特殊 正 交 带 ) 是 正 交 群 的 子 群 ， 它 由 
SO(=tL4EOCDldaet4- 匡 给 出 当 ?a 一 3 时 ，SO(2) 由 平面 
旅 转 抵 阵 


汪 人 (ee 这 2 (四 


sin 0 Co08 甩 


和 组成， 因此， 通过 对 应 关系 丽 o >0，SO (等 同 于 图 周 群 他 ， 记 
7 工 
wo 为 曾 转 由 (可 出 号 0C2) 和 % 生成 . 


[ 例 引 属 上 的 mo 阶 循环 群 罗 一 避 seo 上 下 工 …… 人 一 
壬 , 它 是 0(2 (或 SO (2 ) 的 有 限 子 群 ， 特 别 地 ， 红 ~ {7 只 ， 其 
中 工 为 恒 等 变 换 . 

[ 例 ,名 ”并 上 的 2om 阶 两 面体 群 妨 " 是 由 分。 和 翻转 % 生成 
的 (mz>3)， 它 是 全 ( 仿 的 有 限 子 群 ， 妨 o。 在 几何 上 反 身 正 友 边 形 
的 对 称 性 . 

[ 铺 避 和 4 维 环 而 群 玉 一 号 XXX 司 ( 共 郊 个) 即 BE "等 
同 于 好 忆 (22) 的 元 迪 


开 。 0 … 0， 
记 2 0 

= 《.3) 
4 上 0 
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设 疡 是 一 个 紧 李 群 ,六 是 一 个 有 限 维 疝 量 空间 ,GZ(YD) 是 汶 
上 的 全 体 可 着 线性 变换 组 成 的 群 、 如果 存 在 映射 P 工 -GT 
7yr>p7 且 保 持 群 的 受 法 规律 不 变 , 即 有 

Poor 人 一 prpr(o， Yo 3aET EX (Ga) 
则 称 p 是 紧 李 群 一 到 空间 六 上 的 一 个 线性 表示 1, YY 称 为 表示 空 
间 ，{pr|7E 门 称 为 生 对 Y 的 一 个 作用 ， 为 方便 起 见 , 下 面 经 党 
将 prCo) 简 记 为 ye. 

[ 例 习 歌 光 一 久 ， 因 为 每 个 紧 李 群 一 都 是 CC) 中 的 扼 
阵子 群 ， 所 以 我 们 可 以 自然 地 利用 py (z)=? 2 (其 中 ?76E 忆 
和 ER) 去 定义 卫 对 氏 的 一 种 作用 , 此 外 , 还 可 以 通过 py(m) 一 和 
给 出 卫 对 民 " 的 另 一 种 作用 (平凡 作用 ). 

{ 岗 习 取 Y 一 兰 针对 每 个 整数 态 我 们 可 以 通过 

够 一 eez， VIE SS <E 忆 
去 定义 图 周 群 号 〔( 即 SO(2) ) 对 的 作用 ， 特 别 地 , 当 上 = 0 时 ， 
它 对 应 平凡 作用 ; 当 下 工时, 它 对 应 转角 为 的 平面 旋转 . 

[ 例 昌 取 区 一 人 兰 语 .和 维 正 交 群 (2 对 @ 的 一 种 作用 

可 由 例 23 中 全 对 亿 的 作用 与 赤 转 
和 一 2 VsE 
共同 给 出 ， 

在 实 系 问 题 中 ， 如 果 罗 是 具有 某 种 对 称 性 的 物理 系统 的 状态 
空间 ， 那 么 就 可 以 引进 相应 的 群 的 作用 。 例如 均 勾 直 杆 的 平面 怀 
昌 问 题 中 ， 杆 件 可 能 向 上 或 向 下 变形 ， 赦 可 引进 群 灾 的 作用 ， 即 
此 问题 有 多 s 对 称 性 ; 但 是 如 果 直 村 可 在 三 维 空间 中 屈 曲 ， 刚 有 
0 人 2 对称 性 ， 又 如 和 矩形 平板 的 届 曲 可 引进 分: 四 加 对 称 性 正方 
形 平 板 的 思 曲 可 引进 玉 , 对 称 性 ; 而 正三 角形 平板 的 届 曲 有 忆 s 对 
称 性 ， 

设 汐 和光 是 两 个 向 量 空间 , 紧 李 群 .六 同时 作用 在 私 和 沁 
上 .如 果 存 下 一 个 (线性 同 构 4: Yo 使 得 

了 普 称 吕 是 从 了 工 到 GE(z 的 一 个 同 者 映 贡 。 
中 


4(y 罗 一 (dh)， VyEZT ec 和 (1 人 
则 稼 刁 对 轧 和 的 作用 是 同 攀 抽 ,或 可 室 闻 图 是 玉 同 
构 的 . 

设 紧 李 群 卫 作 月 在 向 景 空间 上 ， 如 果子 空间 史记 光 注 
是 ?20E 史 fp，V7?ED woEY， 则 称 光 是 六 不 变 的 如 果 在 矿 
中 ， 三 不 变 子 空间 只 有 {01 和 区 ， 则 称 对 光 的 作用 是 不 可 约 
的 .如 果 X 上 的 线性 变换 中 , 只 有 aT(Z 为 全 等 变 掏 aERR) 可 与 
任 条 7ET 交换 册 称 卫 对 六 的 作用 是 绝对 不 可 约 的 ， 绝 对 不 可 
约 的 作用 必 是 不 可 约 的 ， 但 反之 不 一 定 成 立 ， 例 如 ，SO (2) 和 
O(2 对 全 的 作用 都 是 不 可 约 的 ; O(2) 对 只 "的 作用 是 绝对 不 可 约 
的 ,但 SO( 动 对 色 的 作用 不 是 绝对 不 可 约 的 ， 因 为 形 如 
(居中 心 4E 同 的 虹 阵 也 可 与 30 全 交 所 

如 果子 空间 op 六 是 工 不 变 的 ， 且 三 对 xp 的 作用 是 不 可 
约 的 则 称 yp 是 五 不 可 的 的 ， 可 以 证 明 , 车 也是 作用 在 上 区 
紧 李 群 ， 册 存在 六 的 卫 不 可 约 子 空 间 X3o …。 Xi 使 得 天 = 
六 @……@. 

设 卫 是 作用 在 六 上 的 紧 李 群 ， 如 果实 值 函 数 户 艺 一 只 注 足 
Tom -Jo，VyEm weE7n 则 称 为 开 不 变 函 数 ， 如 果 映 和 
久 YT 洲 满足 go 一 79(9)，Y7ET EX 则 称 9 为 五 等 变 
映射 , 或 称 “g 可 与 卫 交 换 ”， 考 虑 多 上 的 微分 方程 给 出 的 系统 

Ge/ 老 一 到 (9 wEY  (〔 世 . 荡 
如 果 向 量 场 玉 ( 思 是 工 等 变 的 ， 则 称 (11.5) 有 对 称 群 生 ， 此 时 若 
“是 1. 国 前 解 ， 风 对 任何 7G P， yu 也 是 (11. 本 前 解 ， 这 是 因 
为 


人 
闻 和 -2 和 -POPGo、. 


在 央行 月 部 分 盆 分 析 时 ， 我 们 只 需 考虑 在 原点 韵 邻 域内 的 匡 
{ 史 39. ， 取 六 一 R 类 似 前 面 那 伴 可 建立 R"-> 民 的 并 不 变 薄 
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番 数 和 六 "~-> 呈 " 的 三 等 变 芽 映 射 的 概念 ， 并 将 它们 组 成 的 凡 合 分 
别 记 作 EC 和 多.CF)， 此 外 ， 记 R"-> 民 的 全 体 菠 函 数 僻 合 为 
&.， 下 面 的 结果 表明 ，Es(I 六 和 BF) 的 元 素 均 可 通过 某 些 其 他 

和 根据 施 殉 效 ( 互 , 人 . Sehwars) 定 理 中 ， 存 在 有 限 个 羡 不 变 多 
项 式 函 效 za(p)… mm(P) 作 这 里 2EB)， 使 得 每 个 FEG() 都 
可 久 表 示 成 

成 mr 一 pa) aeT)) (1 .6 
其 中 严 EB、 类 似 地 ， 存 在 有 限 个 等 变 多 项 式 映射 gz(w)，…， 
gr(z) (这 里 字 ER) ,使 得 每 个 gE BCT) 都 可 以 表示 成 
(2 一 六 后 十 …… 二 gr (并 :2 
其 中 轧 5 户 En )， 

【 倒 设 知 = 并 证] 作用 在 只 上 ， 册 JE 砚 (2a)] 可 表示 成 
(ao) 一 Ce) 其 中 w 一 ( 其 中 asER)) 4EG9EB(2) 可 表示 成 
8(O 一 pz 其 中 EEr 

[ 创 世 设 号 (作用 在 复 平 面 @( 宕 RO 上 ,， 即 对 DERS 2EC， 
令 gz=ewe， 于 是 7E Cs0S1) 可 必 示 成 开 z) 一 Re)， 其 中 ws， 
旋 EE 9EB(S) 可 表 承 成 90z) =P0t)2 二 (ii， 基 中心 GE 
史 ， 

[ 例 3 引 设 OG2) 作用 在 @ 上, 则 Eeeo(O 人 人) 可 表示 成 
Ja =RCe)， 其 中 w22， 2EE0i 9E 品 (0(3) 可 表示 成 9(2) 一 
2(z)2 其 中 DEGEa- 

[ 便 扫 设 召 ,作用 在 C 上 ， 则 EC 有,) 可 开 示 成 FC2) ~ 
太 (m 内， 其 中 必 一 25，u 一 扣 十 各， 天生 Bo 9 GE 本 (及 。) 可 表 示 成 
8( 人 =p(6 oz 十 gC0 鸭 2 9 其 中 P.2Ec， 


311.23 演变 奇异 性 理论 
等 变 彩 扯 性 理论 大 研究 有 对 称 性 的 静态 分 售 的 有 效 方法 、 设 
了 是 紧 李 但 ， 考虑 巴 拿 赫 空 间 艾 《包括 有 限 维 的 欧 氏 空间 ) 中 有 
27 


对 称 群 卫 的 静态 分 岔 问题 
下 (wu 到 ) 一 0 VE28 ER (TL.8) 
其 中 己 是 疡 等 变 的 , 即 满足 百 [72， 了) 一 y 相 (tn 也)，YyE 了 不 
僚 一 般 人 性 , 设 (00 0) = 0 如果 (0 0) 是 下 的 一 个 吞 异 点 ， 并 记 
导 算 子 了 8(0,0)=&, 则 足 有 零 特 征 值 , 即 一 般 地 有 n 一 dim.AA (5) 
演 1 可 以 证 明 钙 , 对 于 有 对 称 性 的 分 岔 问题 (11.8)，& 通常 有 多 重 
霍 特 征 值 , 即 n>3. 
利用 LS 纹 化 方法 , 可 将 (11.8) 化 为 较 低 维 数 的 分 岔 方程 
CD, P) 一 0 多 E 民 "，AER” (IT.9) 
可 滩 证 明 ( 见 [8] 的 第 七 章 8$ 3), 经 过 工 g 约 化 后 ,得 到 的 分 岔 方程 
的 对 称 性 保持 不 变 , 即 9 也 是 并 等 变 的 : 
27w, 科 一 3g(2 有) YyEz (10) 
且 有 gf0, 的 一 小 下 外 ,《0, 0 也 是 9 的 奇异 点 ， 注 意 到 在 无 对 称 
性 的 情形 中 , & 通常 有 单 重 零 特征 值 , 此 时 (1 .9 是 单 变量 分 贫 方 
程 ,而 在 有 对 称 性 前 情形 ,& 通常 有 多 重 零 特 征 值 ，( 坟 .9) 就 是 多 
变量 分 岔 方程 .下 面 讨论 有 限 维 对 称 分 贫 问 题 (Lt.9) 的 等 变 奇异 
性 理论 , 特别 是 识别 和 普 适 开 折 问题 . 
设 紧 李 群 卫 作 用 在 民 " 上 ， 记 介 单 参数 矿 E 民 的 从 民 "x 只 到 
民 的 王 不 变 芽 函 数 集合 为 Eesti ) ,并 记 从 民 "x 只 到 氏 的 工 等 
变革 觅 射 集合 为 区 .noCP) 
设 9.2ESuni), 且 在 (9 0) 的 邻 域 内 有 : 
8， HA) 一 8 NG 有 (1))， 〈 霸 .于 》 
其 中 pEBopCT)， 开 E2n, 有 是 满足 
(ya 107 一 7S9(e， AD) vzED (13) 
的 wxm 和 矩阵 值 江 中 射 ， 它 们 满足 "0 0) ~ MK(0) 一 0 2(0) 
>0 音 B(00)Dep(0 0)E2o(T)o 其 中 2 人 7) 是 他 了 (no) 中 
与 王 可 交换 的 矩阵 集合 中 售 单 位 定 阵 的 连通 分 支 , 则 称 9 积 疡 是 
妨 等 价 的 ， 记 作 9 人 如 遇 在 (I1.1D) 中 型 (由 皇后 则 称 9 和 用 
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间 强 有 等 价 的 ， 记 作 9 人 。， 显然 ， 当 9 全 天 时 ,有 了 人 

对 于 9E gunkT)， 定 义 g 的 卫 等 变 限 制 切 空间 RZ(9，Z) 

和 三 等 变 切 空间 ?9， 六 ) 如 下 : 
了 BTU9g, TD=TS9g+(Deag)918 满足 (TL, 雪 )， 
2EBesCT) ,2(0 0) 一 癸 ， 
了 (9 大)=189+(D)2 上 Hg 8 满足 (1. 切 )， 
2EZene(T)， 了 EGG 
显然 , BRZ(9% 7Z 和 了 9， 站) 都 是 Boo(Z) 的 子 空间 . 

类 似 无 对 称 分 贫 问 题 + 那样 , 对 三 等 变 的 对 称 分 岔 问题 , 可 以 
证 明 (参看 [9] 的 第 十 四 章 $: 设 9EBon()， 并 到 子 空间 
多 0 TD)CEen(T)， 使 得 对 任何 2E 2(0 )， 都 有 BCY 十 思 
2 (9 了 工 ) 则 对 任何 BE 多 (9 三) 92 与 9 强 工 等 价 .于 

Y 的 识别 问题 就 归结 为 子 空间 多 Cg, 五 ) 的 计算 ， 特 别 地 , 我 们 
的 了 等 变 G8 范式 的 识别 条 件 ， 这 里 就 生 - 和 作 用 
在 民 上 的 情形 举例 说 明之 ， 

[ 例 切 设 9(o， 0 一 (ob DeE Gen(B2)， 其 中 只 PE 
民 , 《一 扩 ， 矶 一 侍 ， 一 和 9 与 世 一 (ex 上 BU)z( 这 里 % 5 一 土 了 ) 强 
仑 .等 价 的 充 要 条 件 是 在 (0 0) 处 有 


= Dr/Bu 一 一 -tjaus -0 
Br 站- 
和 sgn( 冯 中 已 (让 人 


[ 鲍 避 设 ?(o 向 园 例 二 则 9 与 8 一 (ev+TSpDw 强力 等 价 
(这 里 。 3- 土 切 的 充 要 条 件 是 在 (0, 0) 处 有 


这 王 二 和 
一 BT 
和 


接着 考虑 了 等 价 的 对 称 分 岔 问 问 是 和 对 应 解 之 问 稳定 性 的 关 


了 条 栖 $9.2.。 此 时 可 认为 卫 是 平凡 的 紧 李 翌 1 宣 只 世 合 证 等 变 损 。 
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系 ， 下 而 指出 ， 当 (了 .9) 抽 解 作 为 动态 方程 二 +g(w， 由 ) -0 的 下 
衡 解 时 ， 其 线性 稳 定性 在 并 等 价 下 通常 保持 不 变 ， 设 瑟 绝 对 不 
可 约 地 作用 在 民 " 上 .9 jiEBv(P)， 且 有 了 等 估 关 系 ( 世 .10)。 
《Cao jio) 是 9 的 一 个 从 点 ，( 互 Mo) = (9(Zo Ho)， 开 (Ho)) 电 
的 对 应 零点 . 于 是 也 sg(Zoe Fo) 和 思 x 风 下 o， 对 fo 的 对 应 特征 值 的 
实 部 同 号 , 从 而 (o pn) 与 (下 afo) 有 相同 的 线性 称 定 性 . 
对 9EBuo(T)， 如 果 有 G(w 山 内 EZenn()， 其 中 <E 
良 "” 使 得 :Go 同 信 一 go 有) 刚 称 如 为 ”的 一 个 天 -参数 开 开 
白 ,a 是 开 折 人 参数 . 设 G(a， A 四 和 五 (zz 8) 分别 为 9 的 天 和 
和 参数 有 开 折 (weER* GERD， 如 果 存 在 4(6)EGa， 使 得 在 (m 
后) = (0 0 0) 的 某 邻 域内 有 
五 (Go 甩 BDI=8( 册 BIG 几 BMG B) 4(8))， 
《1T.13) 


其 中 避 为 满足 
8 钙 B)7=7S(m 册 有 ) YYET 

的 mx% 纸 阵 值 葵 映 射 ,PEBooe( 人 六) 县 有 有 (om 有 0 一 研 P(a， 
六 的 =2 (2 0 一 疡 4(0) 一 0 则 称 ' 吾 由 他 代理” 

设 俱 是 g 的 一 个 卫 开 折 ， 如 果 9 的 任何 并 开 折 都 可 由 G 代 
理 ， 则 好 是 9 的 一 个 普 用 刁 开 折 ， 具 省 最 少 开 折 参 数 的 普 用 刀 
开 折 称 为 普 适 忆 开 折 , 其 开 折 参 数 个 数 称 为 9 的 忆 余 维 数 , 记 作 
sodim rg。 可 以 证 明 ( 套 看 [8] 的 第 十 五 章 83), 9 的 工 余 维 数 等 
于 卫 等 变 菩 空间 了 Ko ) 在 Bo 人 Z) 中 的 余 维 数 思 若 栈 是 
了 (9 ,站 在 辟 .e() 中 的 补 空间 邑 可 ov 人 (TD) 一 了 (1 太 ) 昌 丈 , 取 
爷 的 一 组 基 疝 量 {pi(w， 4) 和 (5)], 则 


6 记 四 -9 人 由 + 入 wp 内 (CH1 


是 9 的 一 个 普 适 研 开 折 ， 我 们 可 以 用 (11. 葵 ) 去 计算 普 适 生 开 
折 。 普 适 开 拆 在 退化 分 岔 研究 中 有 重要 作用 . 
骨 开 忆 列 出 了 当 义 作用 在 民 工时， 和 余 维 数 不 超过 工 的 
100 


和 等 变 G8 范 式 有 (2， 邮 前 普 适 加 开 折 ， 其 中 而: 民 x 全 > 只 以 
《0, 9 为 奇 当 点 ，% 一 至 ， 更 一 般 的 结果 可 和 参看 [81 的 第 六 章 8 3， 
表 村 .1 2 示 维 数 不 大 于 了 的 Da 等 变 G8 范式 和 普 适 多 z 开 失 


意 适 儿 s 开 折 余 维 数 普 适 开 折 


(Caoz 光一 十 中 二 gag 


5、Rg 十 a1 于 aq 


名 ea 十 aaa 二 at 


Pa? 士 zPe 下 (oa 二 ez 二 
[859 十 《ad 十 og22) 从 


《4 二 册 二 aj 


为 了 比较 起 见 ， 在 玫 工 上 还 给 出 在 无 对 称 性 〈 即 了 一 i 
三) 时 这 些 G8 范式 的 祭 维 数 和 普 适 开 折 ， 可 以 见 到 ， 在 有 对 玫 
性 时 ， 祭 维 数 大 大 器 少 了 ， 这 是 对 称 竹 限制 了 扰动 的 形式 的 缚 故 。 
特别 乳 , 在 无 对 称 性 情形 中 , 函数 吧 一 wz 在 (0， 0) 处 的 又 形 分 贫 的 
余 维 数 为 3, 因此 分 贫 是 退化 的 ， 其 分 岔 图 会 受到 扰动 而 改变 ， 然 
而 , 在 有 2 对 称 性 情形 中 , 只 一 px 的 儿 余 维 数 为 0， 因此 对 称 分 
纶 是 通 有 的 , 其 分 岔 性 态 不 吾 有 Zn 对 称 人 性 的 扰动 而 改变 ， 即 其 普 
适 于 开 折 就 是 它 本 身 . 


图 1 
图 革 -1GD、(Gi) 和 (ii) 分 别 给 出 三 个 普 适 Ga 开 折 (o2 一 上 十 
oa (2Z 一 天 十 2 和 (十 要 一 的 2 在 (0, 0) 附近 的 分 岔 图 随 开 折 
参数 wx 变化 的 情况 。 由 于 分 贫 问 题 有 Ze 对 称 性 ， 我们 具 两 出 z 之 
1 


0 的 分 贫 图 , 对 zs<0 亦 有 类 似 的 结果 . 
811.3 对 称 性 故 扣 


设 紧 李 群 盖 作用 在 民 " 上 。 考 虑 在 久 上 的 (了 等 变 ) 单 参数 

对 称 分 盆 问 题 
gz -0 多 ER 严 G 全 《 革 .15) 

其 由 gE 有 (TD)， 即 9 满足 8CYm， 有) 一 7Y9g(w， AP)，Y7ET. 不 
失 一 般 性 ， 设 对 一 切 儿 有 9K@ 内 ) 天 0， 且 (0 0) 是 9 的 一 个 奇异 
点 , 邹 卫 -9(0， 0 是 奇异 的 ， 分 岔 问题 的 对 称 性 破 缺 ， 是 指 分 要 使 
得 解 的 对 称 性 程度 减 必 .为 了 描述 人 141.15) 的 解 的 对 称 性 程度 , 我 
们 要 引进 迷 向 子 群 (isotzopy sabgroup) 的 概念 。 

对 wER" 集合 


Zr={f2wl7EZYT (1.16)》 
是 过 到 的 群 软 道 ， 如 有 果 是 〈 红 .I5) 的 解 ， 由 于 9 是 了 工 等 变 的 ， 
出 合 妆 道 Fe 上 的 任何 点 ?9 也 是 ( 霸 .]5) 的 解 ， 对 给 定 的 ? 
ET 并 ,要 区 分 丙种 铺 况 : 如 果 7 多头 字 , 我 们 就 得 到 与 玫 不 癌 的 解 ; 如 
时 ?7m=m, 我们 得 到 的 其 实 是 同一 个 解 ， 这 时 称 ? 是 解 的 一 种 
对 称 ， 在 考虑 (11. 了 5) 的 解 时 , 显然 只 需 计 及 那些 不 是 由 对 称 性 联 
系 着 的 解 - 
对 wE 民 ,集合 
一 17E 17 一 对 C 民 (1L.17) 
称 为 汉 的 迷 向 于 群 . 它 可 用 来 奖 量 在 首 用 下 的 对 称 性 程度 ， 
当 外 是 (1L. 匠 3 的 解 时 , 如 果 2 越 大 , 则 到 的 群 执 道 z 越 小 , 即 
在 了 m 中 包 售 的 不 亲 的 逢 的 数目 越 少 . 例如 , 对 平凡 解 玫 =0, 显然 
有 马 = 了, 群 轨 道 只 含 一 个 点 元 -0 特别 地 , 如 果 三 是 ~ 个 有 限 
群 , 则 由 解 光 得 到 的 所 有 不 局 的 解 的 数 且 等 于 124/13eh ,其 中 | | 


为 群 的 阶 ( 即 所 含 元 素 的 个 数 ). 
容易 证 四 , 对 于 在 吧 的 群 轨 道上 的 点 7z 的 迷 疝 子 群 , 有 
Eee VYTEC (〈 红 , 切 ) 
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洲 翌 是 琴 的 子 群 ,yE 厂 , 则 称 ?7 了 7-1- 1707-1cE 隐 为 瑟 的 一 
个 共 斩 子 群 . (11. 切 ) 表 时 ,在 同一 条 群 轨 道上 各 点 的 迷 疝 子 发 是 共 
斩 的 。 将 工 中 的 迷 向 子 群 习 的 共 冰 类 定义 为 [ 引 一 人 32 一 7E 
磋 . 记 必 人 (z) 为 全 体 迷 向 子 群 基因 类 的 集合 , 并 在 其 中 规定 硕 序 
关系 ;对 324 记 为 [ 习 <[L4， 则 称 . 乡 C) 为 迷 向 格 (isgetropy 
latiticej。 以 后 在 书 守 共 斩 类 时 , 经 常 略 去 [ ] . 

[ 鲍 ] 设 两 面体 群 o(az3) 作 用 在 人 上， 它 可 由 变换 ze 一 
三 和 如 eryY"g 生成 。 考 虑 到 在 过 原点 的 直线 上 各 点 《 除 原点 外 ) 
有 相 辐 的 迷 向 子 群 ， 旧 在 同一 群 轨道 上 各 点 的 迷 册 子 群 属于 加 一 
个 共 思 类 , 因此 当 * 喧 0 时 , 我 们 可 以 只 考虑 单位 图 上 的 点 z=e%, 且 
取 9GE [0，m/m]。 容 易 看 到 , 它们 对 应 的 迷 向 子 群 为 当 0=0 时 
及- Geoi 当 0<g<my/mm 时 屯 -H 当 0 一 和 时 ， 训 一 2 
此 外 , s 一 9 的 迷 向 子 群 是 品 一 六。， 最 后 注意 到 当 me 为 坷 数 时 ， 
令 中 一 8 二 1 可 证 gs 一 Ext， 故 各 与 x 夫 皂 ， 从 而 2(x) 一 
有 (2xj; 但 当 全 为 候 数 时 则 不 然 ， 由 此 可 得 玉 。 作用 在 亿 上 时 的 
迷 疝 格 如 下 ;《〈 笛 头 表 示 迷 向 子 税 增 大 的 顺序 关系 ) 


了 Du 
Du 
人 人 亿 区 四 
1 7 
(mr 为 查 勒 (Cn 为 外 数 ) 
发 子 群 3C ,定义 


Fix 人 中) 一 砂 EP 针 om=w vVoc 罗 《1.19) 
为 了 的 不 把 点 子 空间 ， 最 然 ，Fi(1) 一 民 "、 当 忆 不 可 约 且 不 是 
了 时 ，Eiz(Z)={O。 又 如 当 王 一 玉 。 作用 在 忆 上 时 ， 它 的 各 种 
远 向 子 群 所 对 应 的 不 动 点 子 室 间 为 : Hix(D) 一 上， 了 ix(Dw) 一 [10 
了 ix(Za(x)) 为 实 轴 ，Fis(GsCx)) 为 9 一 my 的 直线 ( 当 mm 为 偶 
数 时 )， 
著 多 民 " 一 RR" 蚌 了 等 变 映射 ,了 是 碟 的 子 群 , 则 有 CEix(3)) 
CEix( 忆 ), 即 Fix() 是 9 的 不 变 巴 空间。 我 们 还 可 证 明 
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7 Hix(Z) =-TixiyZo YY7E 卫 
这 才 明 共 筑 子 群 的 不 动 点 子 空间 有 相同 的 维 数 . 
设 3 呈 卫 是 一 个 真 迷 向 子 群 , 且 不 存在 王 的 迷 向 了 群 4 使 得 
于 乐 4 于 和 ， 则 称 卫 为 疡 的 最 大 迷 向 子 群 . 下面 的 定理 可 用 来 判 
断 最 大 迷 向 子 群 的 存在 性 吕 . 
定理 1 设 习 是 紧 李 群 万 的 子 群 , 卫 Ris(Z)={0j 则 瑟 为 
忆 的 最 大 迷 向 子 群 的 充 要 条 件 是 ， 
1. dim Fix(3) > 和 
2. 对 也 的 每 个 闭 子 群 4 乐 刀 有 dim Fix(4) 一 0- 
特别 地 , 如 果 Qim Rix(2 一 加 则 卫 必 为 最 大 迷 向 子 群 , 
现在 回 到 对 称 分 岔 问题 (11L.15). 取 平凡 解 吃 -0 作为 基本 
解 ， 它 有 迷 疝 子 群 台 = 生 .如果 存在 ( 世 . 巧 ) 的 一 个 非 平凡 解 
《fb)，R( 坟 )， 使 得 ( 到 (0)) AKC0)) 一 (0 0), 且 当 | 引 关 0 足够 小 时 ， 
多 人 关 0, 其 迷 向 隆 群 3 一 3co 宇 忆 、 这 时 分 盆 解 吕 ( 蚊 的 迷 向 子 群 
变 小 , 对 称 竹 程 度 减少 .我 们 称 平凡 解 实 -入 在 彤 一 0 处 出 现 自发 
对 称 性 破 缺 . 显然 , 对 称 性 破 缺 ( 即 毕 0) 的 分 贫 解 呈 ( 维 EEix()。 
表态 分 岔 的 对 称 性 破 缺 的 基本 问题 是 对 于 什么 样 的 子 群 
了 3 好 忆 ， 对 称 分 岔 问题 (1. 巧 ) 有 以 卫 为 迷 向 子 妊 的 分 岔 解 (zw， 
Hz)7 即 人 1L.315) 在 Fix(3)x 民 上 的 限制 方程 
Km 1)=D EEC3)， ER 《tt.20) 
的 非 平凡 解 存在 性 回 题 ， 下 面 给 出 一 个 重要 的 结果 . 
设 紧 李 群 卫 绝对 不 可 约 地 作用 在 R" 上 ， 多 民 "XR->R" 是 盖 
等 变 的 ，g9(0，j)=0 -det (Dog (0，0))=0. 由 gr，0) 一 
?gto 1) 得 到 Dag(0 jy=7Dag(0 上 )， 再 由 工 指 绝 对 不 可 
约 作 用 , 可 知 Dog(0 由 一 c(u)T 其 中 %(2) 是 实 函 数 ， 且 有 。(0) 
一 0、 设 o(0)#0 (这 个 条 件 显然 是 通 有 的 )， 我 们 有 下 述 结 果 ， 
定理 8 (等 变 分 支 引 理 ) 史 ”在 上 述 假设 下 ， 若 2S 是 迷 向 
子 群 , 旦 
dim Fix( 呈 一 by 《3 
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则 方程 9(z%，H) = 0 有 唯一 的 光滑 解 支 (z(，R( 人 )( 这 里 | 时 <s)， 
使 得 zf[0) 一 0 uCO)= 山上 且 :50 的 解 %( 甩 夫 0, 其 迷 向 子 群 为 卫 . 

等 变 分 支 引 理 才 时 , 对 于 三 的 有 一 维 不 动 点 子 空间 的 迷 向 子 
群 马 卫 对 称 分 贫 问 题 11.15) 在 Bis(3) 中 通常 有 唯一 的 分 岔 角 
支 ， 由 定理 工 可 知 ， 条 作 (11.20) 意味 着 卫 是 一 个 最 大 迷 向 子 群 , 
此 外 , 取 非 零 的 woE Fix(3)， 该 分 贫 解 支 可 写成 (tao (二 ) 的 形 
式 (这 里 #E 民 ), 其 中 实 函 数 彤 ( 纹 有 CO) 一 0， 

我 们 还 可 去 挤 工 的 绝对 不 可 约 作 用 的 条 件 ， 得 到 更 为 一 般 的 
结果 5 

定理 8 设 紧 李 群 卫 作用 在 R" 上 , 并 设 

工 . Bix(z) 一 {0}， 

2， 3c 是 迷 向 子 群 , 旦 满足 (11.31)， 

呈 .9:RXR 一 R" 是 等 变 的 ,9(0， 5 和 0 det(Dag 人 (0 0)) 
一 0 是 对 非 零 的 如 EEix(3) 有 po(guf0，0))t 关 0 

出 方程 9(z， 必 ) 一 0 有 唯一 的 光滑 解 支 (too 凡人 六) 这 里 1[< 
人 ,使 得 K0) = 由 且 刀 0 的 解 的 迷 向 子 群 为 3. 

对 称 性 玻 缺 提供 了 解决 对 称 分 贫 问 题 的 基本 思路 ， 刀 对称 分 
岔 问题 的 分 贫 解 一 般 有 不 同 的 对 称 性 ， 它 们 的 过 向 子 群 症 经常 比 
工 小 得 多 ， 即 三 x(3) 的 维 数 往往 较 低 。 我 们 恨 据 盖 的 迷 疝 子 客 
翌 去 寻求 迷 向 子 群 为 了 3 的 分 岔 解 , 即 求解 维 数 较 低 的 限制 方程 
《二 .320 显然 可 以 大 大 简化 对 称 分 岔 问题 的 处 理 ， 定 理 2 和 3 起 
着 重要 的 作用 ， 这 时 了 是 有 一 维 不 动 点 于 空间 的 最 大 迷 向 子 群 ， 
一 礁 方 程 (1L.20? 有 了 唯一 解 支 因此 我 们 可 从 三 前 最 大 迷 向 子 群 
出 发 ， 并 根据 过 向 格 顺 序 进行 下 去 ， 就 能 相继 找到 有 不 同 的 对 称 
性 的 分 贫 解 ， 在 讨论 各 种 对 称 分 贫 问 题 时 ,特别 是 退化 情形 中 , 等 
变 和 奇异 狂 理论 是 十 分 有 用 的 ， 总 的 来 说 ， 对 称 性 虽然 在 某 些 方面 
使 分 贫 研 究 复杂 化 (例如 出 现 多 重 特 征 值 等 )， 但 是 在 另 一 些 方面 
却 可 使 分 盘 研 究 得 到 简化 《例如 降低 退化 分 盆 的 余 维 数 、 对 称 民 
破 块 狐 ， 并 提供 丁 一 些 有 效 的 理论 工具 《例如 不 变量 理论 .等 变 奇 
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们 Co>0 
-- 产 一 -- 卫 
电 1 了 1 一 区 
而 


《ba< 0 和 <0 (tr)4<0 >0 
图 112 图 11-3 


异 伺 理论 、 等 变 分 支 引 理 等 ) ， 在 对 称 分 岔 鲜 究 中 , 群 论 是 重要 的 
理论 基础 . 

作为 例子 ,我们 考虑 妨 s 作用 在 马上 的 情形 . 由 第 史 页 知道 ， 

如 :等 变 分 岔 问题 前 一 般 形式 是 

8 1 sp 0 AZ 二 gGo @ 有 )22 一 0， 《11.92) 
其 中 we 一 好， 0= 妇 +38 2 EC 2D(0 0 0) 一 0 有 ER 等 变 奇 
蜡 竹 理论 给 出 各 各 到 s 等 变 GQg 范式 , 其 中 最 简单 的 有 : 

工 当 2(0 0 0) 一 0 pn 人 0 0 0) 关 0 9(0， 0 0) 关 0 时 ，9 
与 六 (% 太 ) 一 sK& 十 353 是 玉 s。 等 价 的 ， 其 中 ssgnpos(0 0 0)， 
3= Bag(0 0 0), 昌 了 的 了 Ps 余 维 数 为 0， 这 是 椎 一 的 非 送 化 Da 
等 变 分 岔 问题 . 

2. 当 p(0 0 0)=3(0 0 0)=0 时 , 取 

人 (5 田 ) 一 44x 十 六 op 十 ak 十 和 
6 荔 多 一 Dee 十 Do 十 BR 十 
设 其 系数 满足 ; mc、 4 .oO 一 84 和 DB3C 皆 不 等 于 0， 则 9 与 
而 (% 25) 一 (ev 二 5258 十 [au 二 ?2t)22 是 到 s 等 价 的 , 其 由 as 一 上 Rn 4 
和 =sgaa 5 一 sgEnfeO 一 B4)3， 人 2(4DD-- BO)az7(o0 一 84)2， 
且 ? 的 Ps 余 维 数 为 3. 这 是 最 简单 的 退化 了 bs 等 变 分 岔 问题 , 不 的 
一 个 凌 适 了。 开 折 是 
忆 人 2 同和 因 -(8 上 3) 二 (eu 上 Xe 十 鸣 2 《1.23) 


106 


其 中 开 折 参数 (%， 四 在 (wm。， 0) 附 近 到 值 。 
由 上 而 知 道 , 若 。 绝对 不 可 绮 地 作用 在 @ 上 , 它 有 最 大 迷 调 
子 群 Ga(zo), 其 不 动 点 子 空间 
Fix( 玫 2(x))= 攻 ECEI 及 es 一 9 
是 一 维 的 . 由 等 变 分 支 引 理 ， 可 知 (11.22) 有 唯一 的 分。 对 称 分 盆 
解 支 ， 它 可 由 (1.29) 在 Hix(Zo0x)) X 愉 上 的 妇 制 方程 解 出 ， 具 
体 讨 论 如 下 ， 
方程 风 s， A) 一 22 一 Ke 一 0 的 罗 对 称 分 贫 解 由 限制 方程 
22 一 ptmO (11.34) 
的 非 平 凡 解 * 一 疡 给 出 , 它 是 不 稳定 的 ， 由 它 的 2 群 轨道 还 可 以 
得 到 其 他 两 个 分 岔 解 、 显然， 在 (0 0) 处 出 现 隆 临界 分 贫 ， 相 应 
的 号 。 对 称 分 盆 图 兄 园 11-3( 注 意 : 纵 坐 标 为 j%|)， 非 零 解 支 王 和 
站 都 是 Go 对 称 的 , 且 都 是 不 稳定 的 、 
方程 帮 e 上 王公 一 Hz 十 人 十 920D)32=<0 的 多 对 称 分 盆 解 
由 限制 方程 
省 (入 一 内 十 z 十 9maxt) 一 0 (11.35) 
前 非 平凡 解 给 出 《11.35) 在 (0，0) 处 贡 现 非 对 称 的 超 临 界 又 形 
分 岔 . 在 非 平 凡 解 支 中 , 一 支 是 稳定 的 , 另 一 支 是 不 稳定 的 ， 相 应 
的 玉 s 对 称 分 岔 图 见 图 1T-8( 划 由 于 它 是 退化 的 ， 我 们 需要 考 
虚 由 【II .2) 给 出 的 普 适 开 折 世人 2， 必 和 只 二 (人 一 A)2 十 (8 十 
Xe+eo)22 一 0 给 出 的 受 扰 分 岔 图 利用 与 上 面 类 似 的 方法 ， 可 以 
求 出 当 < 关 0 时 的 多 。 对 称 分 贫 解 ， 并 知道 在 (0， 0) 处 出 现 路 临界 
分 贫 , 在 亚 临界 的 绥 支 上 还 有 极限 点 此外， 当 <<0 时 , 在 罗 a 对 
称 解 支 上 还 会 出 现 二 级 分 岔 ， 导致 有 胖 凡 迷 向 子 群 4 的 二 级 分 贫 
解 . 图 1-3(G8Dv(Giv) 分 别 给 出 这 些 受 扰 分 岔 图、 图 上 的 非 零 解 
支 三 和 六 有 过 向 子 群 Ga， Ta 和 王 有 迷 向 子 群 零 解 有 迷 向 也 
群 。, 因 此 清楚 地 反映 了 对 称 性 玻 缺 现象 
有 对 称 性 的 静态 分 从 理论 有 许多 重要 应 用 ， 例 名， 有 对称 狂 
欧 洪 .版 和 壳 的 届 曙 、 瑞 利 - 贝 纳 特 涩 对 流 等 ee， 这 里 只 对 后 
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淹 作 简单 说 明 , 定 常 贝 纳 特 对 演 系 绕 (3.11) 对 子 水 平面 上 前 下 个- 
旋转 和 反射 变换 都 有 不 变性 ， 即 在 水 平方 向 上 训 配对 称 镍 此 
外 , 此 系统 对 关于 中 间 的 水 平面 的 反射 变换 有 不 变性 , 即 在 季 直 刀 
向 上 有 和 对 称 性 于是， 系统 43.1) 有 对 称 群 也 = 瑟 外 Za. 在 
讨论 有 一 定 的 空间 悦 期 性 的 定常 热 对 流 解 时 ， 我 们 可 取 己 的 某 个 
子 群 全 作 为 对 称 群 ， 利 用 8 约 化 方法 ， 空 间 针 项 静态 分 岔 问题 
化 为 低 维 分 贫 方 程 , 例如 在 研究 有 正六 角形 胸 胖 的 对 流 时 , 分 岔 方 
程 是 六 纵 的 , 对 称 群 是 ( 刀 e 十 79) 提 态 ( 共 中 加 是 二 维 环 面 群 ， 它 
代 卖 在 水 平面 上 的 平移 ) ， 然 后 借助 群 论 和 等 变 奇异 性 理论 方法 , 
得 到 热 对 流 分 售 的 定性 结果 ， 研 究 均 明 ， 稳 定 的 定常 热 对 流 在 瑞 
利 数 召 , 大 于 某 个 临界 值 时 出 现 , 一 般 可 有 水 平 柱状 、 或 有 主 六 角 
形 和 三 角形 截 调 的 抱 腔 ， 其 中 以 柱状 对 流 最 常见 ， 不 过 ， 流 体 性 
质 . 老 面 张力 ,边界 条 件 等 都 会 使 热 对 流 有 形成 六 角形 胞 腔 的 趋向 ， 
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动态 分 谷 和 模 态 相互 作用 


8$I2 堆 普 夫 分 贫 


$12.1 基本 理论 
考虑 含 单 人 参数 的 系统 
鳃 (wp . GER， RER 【12.1 
设 7wo 和) 二 和 即 对 一 切记 wo 是 (12. 巧 的 平衡 点 ， 并 设 在 A 
Ho 时 ，Daj(wo Ho) 有 一 对 纯 虚 共 匈 特征 值 而 其 余 ” 一 3 个 特征 
值 有 非 零 实 部 ， 因 此 , 在 只 = Ho 时 ， wo 是 一 个 非 双 曲 平衡 点 , 它 基 
结构 不 稳定 的 . 本 节 讨 论 当 太 经 过 po 时 在 平衡 点 wo 附近 的 分 岔 
问题 .其 中 , 最 重要 的 是 堆 弟 夫 分 岔 ， 由 $ 7 得 知 , 在 w= po 时 存 
在 过 点 re 的 二 维 中 心 流 形 、 我 们 可 以 利用 中 心 流 埠 方 法 , 把 系统 
限制 到 中 心 流 形 上 进行 研究 。 也 就 是 说 ， 这 时 只 需 考虑 二 维系 统 
的 分 盆 问 题 ， 不 失 一 般 性 , 取 (zo mo) ~ (0 0)， 
下 面 讨论 含 人 参数 的 二 维系 统 
下 包办 ， 
4 一 (om 纺 划 。 
设 产 (0 0 请) 一 疡 (0 0 处 二 0 记 (12.3) 在 (o, 幼 一 (0 的 处 的 
导 算 子 为 &C&)， 共 特征 值 为 (kw) 士 tw(4)》， 设 当 三 =0 时 ， 这 些 
特征 值 是 纯 虚 数 士 ioof 其 中 ao>0) 即 有 af(9) 一 0 of0) 一 ao. 利 
用 适当 的 坐标 线性 变换 , 可 将 (32. 多 写成 
人 (82 一 au)8 十 疡 (ay 有 
3 一 (oa(OY 二 六 (人 芒 ) 


(we 切 扩 RE 民 《12.3) 


其 中 多 -大 =-OCo2+o 站 . 
为 了 进行 分 岔 研究, 我们 计算 含 参 数 系统 (12.3) 的 PB 范式 - 
由 于 (12.3) 的 导 算 子 光复 共 驾 特征 值 ， 因 此 采用 复 坐 款 去 计算 就 
比较 方便 记 z 一 * 遍 和 (一 aiauku)。 由 (12.3) 得 到 
2 一 和 (ps 十 ga 及 克 ) zxEC (12.4》 
及 其 复 共 辑 方程 ， 其 中 9 O(|s|， 显然 ， 我 们 只 需 计 算 方 程 
《12.4 和 的 了 B 范式 , 
先 计 算 2 阶 FEB 范式 、 取 (12.4) 的 二 阶 春 朝 展 开 式 
2 和 (ps+ga(a 坟 扣 0) 十 O(lsl9)， 《12.5) 
其 中 geE 党 as(C)( 这 里 %r(E) 是 从 人 到 人 的 全 部 五 光 齐 次 多 项 
式 顶 数组 成 的 线性 空间 )。 作 变换 
多 一 人 0 十 jafa2， 芭 )， 《123.6) 
其 中 如 E 关 2(C) 是 待定 函数 ， 其 各 项 系数 可 以 与 上 有关 ， 将 
(了 2.6) 代 入 (12-5 中 , 得 到 


2 名) 因 训 


一 和 ao 十 Xi 十 ga 动 1 十 OCzjs)。 (2.7》 
考虑 到 (12.7] 的 复 共 斩 方 程 以 及 关系 式 
(各 姑 -ro(lwl， 《12.8) 
便 得 到 和 的 方程 ; 
才 一 Ng 一 Ra 加 十 多 十 Cela， G12.9) 
其 中 线性 算 子 &: as(G) 一 .32(C) 由 下 式 定义 : 
Row 加 = 人 品 w 下 一 动 - 台 . RE 32(C) 
(2.10) 


职 空 间 分 解 .%2(C) 一 需 (&) 四 多 其 中 多 (8) 是 & 的 值 域 ， 
区 是 其 补 空 间 ， 于 是 加 E 32x(E) 可 分 解 为 


1 


(oo 雹 同 =2a(o， 礼 提 二 2 人 te 古 各 
2pE 鹃 (有 )，gGE 窑 
我 们 取 (12 .的 中 前 io 满足 j= 入 ， 于 是 (123.9) 简 化 为 2 防 PB 
范式 : 
人 nodea(a 三 有 十 OCaol 9。 (12.11) 
令 a(CE) 一 spanfe2 wz 2 ,我们 可 用 8 8.3 所 述 的 方法 (例如 
竹 阵 法 ) 去 确定 补 空间 Ya， 从 而 得 到 9s 的 具体 表达 式 ， 计 竺 结果 
表明 当 | 六 | 足够 小 时 , 有 多 一 {0}， 故 92 一 0 于 是 (12.11) 给 出 
的 2 阶 PB 范式 中 不 含 二 次 项 我 们 必须 进一步 计算 高 阶 PB 范 
式 , 才能 了 解 非 线 性 项 半 系 统 的 定性 性 态 的 司 响 . 
按 郑 计 算 3 阶 FB 范式 .利用 变换 将 (42.4) 中 的 二 次 项 消去 ， 
并 取 其 三 阶 泰 勒 展开 式 ( 这 里 仍 将 变量 记 为 )， 


egaGe 瑟 由 二 0( 人 《19.13)》 
其 中 gaE 36s(C)， 作 变换 
2 一 2 十 jsfao， 加 ) 《12.13y 


其 中 力 E 3as(GC) 总 待定 苑 数 ， 合 得 [13.12) 中 的 三 次 项 得 以 简化 、 
令 . 关 a(C) 一 8panfaoa ai， 20208 5}， 利 用 与 上 面 类 似 的 方法 ， 
可 向 当 |iz| 尾 各 小 时 ， 补 室 间 Ge 一 span{ws55], 故 (12. 人 ) 药 3 险 
PB 范式 为 
好 一 (ao 十 CCR)a0 上 DOClaol 人 ， 《2.1 

其 电 of 与 [2. 罗 中 的 非 线性 项 9 有 关 , 若 的 3 阶 素 其 展开 式 为 

7 由 -有 。vnto 攻 +00z1， 
则 通过 具体 计算 得 到 

0 -3 了 央 rogaCh+ 太 + 下 oa 


1 2 工 
+ ool 十 可 ger 《2.1 
进一步 的 计算 用 明 , 当 尼 | 足够 小 时 , 还 可 将 四 次 项 消去 ， 于 
是 ,方程 (12.4) 的 二 阶 了 B 范式 与 G3.14) 禁 同 , 即 有 
1 


也 -CaoTe(u)a26TOC 上 9 。 《2.16》 
记 ef 一 G(J 十 佑 (2 一 位 十 ia， 便 可 出 上 式 得 到 方程 
(12.3) 的 二 阶 PB 范式 ， 
人 [e(o)m 一 红 p)aa] 人 e+ 二) 二 0(s)， 
罗 = (1 四 十 (Hoe 十 [8(N) 轩 十 GD)2]( 呈 二 喇 ) 十 Or5)， 
《13.17) 
其 中 = \V 三 于 三 .在 极 坐标 系 中 (13.17) 写 成 较 简 单 的 形式 : 
人 
6 一 oo) 十 Er2-TOGrs) - 
由 于 我 们 关心 在 w- 0 附近 的 性 态 , 故 将 (12.18) 的 系数 在 上 -0 处 
作 泰 鞭 展 开 , 得 
人 一 Cr 十 ar8 二 O(C2r， Fr8 75)， 
全 全 ar3 14) 


《12.18) 


(4.19) 


其 中 常数 6 一 a 0) 4=4(0)，6 一 以 (0)，0 一 内 0)， 注意 ， 这 里 已 
用 了 ca(0) 一 0. 当 必 一 0 oo 开 时 ，(12.19) 给 出 的 结果 与 (8.43) 
Et 

利用 常 微分 方程 定性 分 析 方 法 , 容易 得 知 (t2.19) 的 笃 阶 截断 
系统 当 4x0、dzx0 时 在 上 -0 处 出 现 分 贫 ， 事 实 上 ， 对 充分 小 的 
ja 小 且 关 与 @Wya 异 号 时 (12.19) 前 截断 系统 有 一 条 闭 轴 


Cr 0D)=(V 二 全 [et(e- 吾 )w]et 风 ， 

《12.30) 
它 当 6<0 时 是 浙 近 稳定 的 , 当 9>0 时 是 不 稳定 的 例如 对 a< 
员 思 .ge 和 ao>0 的 倩 形 的 相 图 变化 和 分 贫 共 ， 分 别 见 图 2.7 和 
3.8(D)， 我 们 关心 的 是 , 系统 (13- 分 是 否 也 有 与 其 4 阶 PB( 窜 断 ) 

范式 相同 的 分 售 性 态 呢 ? 下 而 的 定理 肯定 了 这 个 论断 . 
定理 设 系统 (12.3) 在 原点 处 的 导 算 溯 R(p) 在 彤 -0 附近 
有 特征 和 ef 土 和 (7， 使 得 <(0) 一 0 w(O) 一 oo>0 -we 

上 人 


兴 0f, 则 在 在 so>0 和 一 个 钙 析 冰 数 
(OO- 阅 saE(0 o0) (13.21) 


使 得 对 此 (e) 关 0( 其 中 sE(0 so))， 系 统 (12.3) 在 原点 的 充分 
小 邻 城内 有 唯一 的 六 轨 并 。 共 周期 为 


人 (9 一 0 (12.22) 


当 9r>0 时 , Nu(6)->0，Z, 趋 于 原点 ， 记 pu 为 展开 式 (12. 中 ) 中 第 
一 个 不 为 0 的 系数 , 则 当 ju, 与 了 同 号 时 , 并 是 稳定 极限 环 ; 当 juw 
与 4 异 号 时 ， 卫 ,是 不 稳定 极限 环 . 
上 上 述 定理 通常 称 为 亚 普 夫 分 侣 定理 ， [14 给 出 它 的 证 明 ， 并 
有 系数 bw.m 的 一 些 计算 公 式 ， 特 别 地 , 对 有 -由 有 
Ja 一 一 帮 东 mW 一 一 (十 ae)/ao 《323.3) 
其 中 = RectO)《 这 里 cfi 由 (12.15) 给 出 )， 它 也 可 以 用 (12.3) 
中 前 非 旺 性 项 狼 、 多 直接 计算 ， 
一 (LV16) [Poco 十 产 c 二 证 sowJooo 
二 (116oo) [六 er( 产 十 天 一 天 oo( 天 < 十 大 
人 (12.34) 
现在 讨论 在 上 述 定理 的 条 件 下 系统 [13.3) 的 分 信 情 况 ， 一 方 
面 , 末 为 当 gp 一 0 时 ws 人 0) 一 0.w'(0) 关 0， 故 对 充分 小 的 |u| 过 0, 有 
oO 关 0， 且 at 在册 =0 的 两 侧 异 号 ， 由 此 可 见 , 当 上 才 0 时 原 
点 是 粗 焦 点 ， 且 当 关 变化 经 过 0 时 ， 其 稳定 性 突然 发 生变 化 ， 当 
严 一 0 时 ， 原 点 是 网 焦点 , 另 一 方面, 由 上 述 定理 得 知 , 尖 pm>0( 或 
< 四 时 ,有 ze)> 以 或 <0)( 其 由 sE (0so))， 系 统 (12.3) 对 人 >0 
《或 <0) 存 在 瞧 一 的 极限 环 ; 而 对 ww<0( 或 >0)》, 无 极限 环 ， 显 然 , 
《12.3) 的 拓扑 结构 在 岂 = 0 处 突然 改变 , 因此 在 该 处 出 现 分 盆 . 
我 们 招 当 分 盆 人 参数 变化 时 从 平衡 点 (焦点 ) 产 生 级 限 环 的 分 个 
现象 称 为 垩 普 夫 分 区 狂 足 c 关 0 和 必 t#0 前 霍 普 天 分 贫 称 为 通 有 
了 官 才 天 &u 的 复 特征 优 当 w=0 于 横 穿 芒 轴 , 通常 称 为 " 措 截 性 条 站? 
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的 , 其 他 的 徐 营 夫 分 贫 称 为 退化 的 ， 一 般 , 把 通 有 霍 冰 夫 分 岔 简称 
为 牌 普 夫 分 岔 ， 通 有 和 址 普 夫 分 盆 满 足 疏 普 夫 分 贫 定 理 的 条 件 ， 它 
对 应 妇 夫 0 的 情形 ,其 分 岔 性 态 可 由 了 B 范式 (12.19) 措 述 , 图 3-8 
给 出 一 部 分 分 岔 图 由 (12.33) 可 知 , 当 4 与 4 皇 号 (或 同 号 ) 时 ， 
分 岔 是 超 临界 (或 亚 临界 ) 的 ， 当 <“<0( 或 >0) 时 ， 极 限 环 是 稳定 
(或 不 稳定 ) 的， 由 $ 4 将 会 知道 , 通 有 霍 普 夫 分 贫 的 分 贫 图 对 小 
搞 动 是 持久 的 , 但 退化 尾 普 夫 分 岔 的 分 岔 图 不 是 持久 的 , 我 们 还 注 
意 到 , 在 退化 吉普 夫 分 岔 情形 中 , 从 平衡 点 可 能 产生 多 个 极限 环 . 
[网 ] 考虑 平面 系统 
从 
3 一 4% 士 g( 有 一 全 (4 一 279)， 
其 中 嫁 一 吧 上 9 ER 民 ，(9. 引 ) 在 极 坐标 
中 写成 
二 二 DR 一 277) (2.26) 
朋 12-1 容易 见 到 ， 原 点 对 一 切 几 都 是 不 稳定 焦点 ; 
此 外 ， 对 >0 右 两 条 闭 轨 和 > 六， 其 中 
的 一 YA(cos 二 gm 坊 
To (0 四 一 NE 人 cos 二 sim。 
了 是 不 稳定 极限 环 , 7 是 稳定 极限 环 ， 分 贫 图 见 图 13-1, 它 由 明 
在 此 =0 处 出 现 退 化 加 普 夫 分 贫 ， 这 时 从 原点 * 冒 出 ”两 个 极限 环 . 
应 当 指 出 ， 我 们 也 可 以 用 IL8 约 化 方法 和 对 秘 静 态 分 岔 理 论 
去 研究 答 普 夫 分 岔 (参看 [8] 的 第 八 章 ), 其 主要 思想 如 下 ， 先 考虑 
二 维系 统 的 情形 ， 引 入 新 的 时 间 变 量 " 使 竺 
革 me ( 工 十 了 )S) (12 .27) 
其 中 的 小 量 待定 ， 于 是 , 将 方程 (12.1) 写 成 


(mm 负 术 = 验 一 (Hej(w， =0，wEP 色 (12.38) 
我 们 有 具 考虑 (12.38) 的 周期 为 Po- 2r/on 的 小 振幅 解 , 它 对 应 方程 
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(12. 吕 ) 


可 


(12.1) 的 周期 为 于 =- (1+T)zo 的 小 振幅 解 . 为 此 ， 规 定 算 子 幼 . 
OU>x 民 x 民 -0 ， 其 中 地 或 员 。) 为 周期 了 的 全 床 连续 (或 连 
法 可 徽 )m 维 向 量 函 数组 成 的 包 拿 赫 空 间 , 并 取 范 将 分 别 为 


telo- max lz ab~lztd 罕 |， 


我 们 通过 相称 去 定义 回 周 群 8: 对 空间 O%. 前 作用 如 下 : 
(2)(8) 一 WCG 有 Y9SS5 ZEOy。(12.29) 

由 ( 蕊 .88), 容易 证 明 更 是 号: 等 变 的 , 即 

画 (gz 有 太一 9G(e 必 可. (12.30) 
因此 , 可 以 把 (12.38) 看 作 空 间 C, 上 有 对 称 群 S: 的 静态 方程 , 搂 
着 利用 LS 幼 化 方法 , 可 以 得 到 一 维 的 分 岔 方程 

980 sr HA) 一 0 TE 愉 〔〈13.81) 
其 中 函数 罗 满 足 PpK0， 0) 一 0， 由 于 gr 克 一 一 多 一 六 几 ， 故 9 
是 力 等 变 的、 我 们 可 以 用 Ga 等 变 奇 插 性 理论 去 研究 (123.31) 在 
0, 员 附近 的 分 贫 性 态 。 特别 县 在 退化 专营 夫 分 岔 情 形 中 ， 可 用 
普 适 仿 : 开 折 去 考虑 受 扰 的 分 岔 图 ， 由 于 (12.31) 在 (0，0) 附 近 消 
足 70 的 局 部 解 是 与 (了 .IT) 的 周期 接近 7o 的 小 振幅 解 一 一 对 应 
的 ， 四 此 (12.81) 的 多。 对 称 分 岔 结果 完全 反映 (12 .31) 的 答 普 夫 分 
岔 性 态 ， 此 外 ， 对 维系 统 的 一 般 情 形 ， 如 果 方 程 G12, 力 还 有 研 
对 称 性 ， 即 对 作用 在 R* 上 的 紧 李 群 盖 有 

Jr 各 一 Y7(2，R) YY7YET 《12.33) 
我 们 同样 可 将 卫 对 称 系统 的 堆 普 夫 分 贫 问 题 化 为 生 x 司 : 对 称 系 
统 的 吏 态 分 岔 问题 (参看 [98] 的 第 十 六 至 十 八 章 ), 并 用 对 称 性 破 癸 
和 等 变 奇 异性 理论 去 研究 . 


8 12.23 翟 普 夫 分 岔 的 计算 


为 了 计算 在 起 普 夫 分 岔 中 的 周期 解 ， 陈 FB 范式 方法 外 
还 可 以 用 摄 动 法 、 平 均 法 、 渐 近 法 (KEBM 法 )、 谐 波 平衡 法 
等 252Pahreo ceo， 这 里 举 一 个 用 奇异 摄 动 法 求 周 期 解 的 例子 . 
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f 鲍 ] 考虑 平面 系统 
2 、 
0 人 殷 E 卫 ER 《13.32》 
它 对 一 切 双 都 有 平衡 点 (0， 9). 在 该 处 的 导 算 子 抢 阵 为 


ea) 一 Ho 站 一 VE/ 
当 台 =0 时 ,五 (0) 有 特征 值 士 记 且 避 =w(0) 一 /3 由 (12.34) 得 到 
4 一 一 TV/8. 于 是 系统 (12.33) 在 吧 =0 时 出 现 超 临 界 的 通 有 吉普 夫 
分 贫 . 
现在 对 充分 小 的 册 >0， 求 在 (0 0) 附近 的 周期 鲜 (xz(9， 
Y( 的 )7. 设 这 个 周期 解 在 弥 0 时 的 初 值 为 (%5 0)"，8s 是 小 量 ， 记 这 
个 周期 解 的 半期 为 下 (e)， 由 (12.22) 知 道 , 下 (8) 可 表示 成 


于 (ea) 一 2m(1Lw(e))， 《12.33)》 
其 中 Ye) 是 待定 的 孙 数 ， 取 新 的 时 间 变 量 
5= 纪 (IE+sCe)》 《12.34) 


于 是 方程 (12.33) 关 于 * 的 周期 为 了 (8) 的 解 都 变 为 关于 8 的 周期 
为 3 的 解 、 记 红 (s) = (2(8)，9%(9))7, 方 程 (13.33) 可 写成 


daty/ds 一 (T+w(8)) .42 一 了 (2D)， 《13.85) 
其 中 
8 -1 电 
4- 人 1 ) 六 arrel( 《03.36) 
我 们 求 (13.35) 的 周 其 为 am 的 小 捧 幅 解 gs)E Clz. 为 此 到 对 小 
参数 。 的 汤 近 展开 式 ， 
名 (S) -Wi (5)8 十 2ta(8]82 十 ee (12.37) 


一 iis82 十 es， 一 oa823 十 ,en 

将 (12.9 作 代入 方程 (12.35) 和 初 值 W(0)- (s 0)7 中 ， 比 较 = 的 
同 次 过 的 系数 ， 可 得 各 阶 近 似 方程 和 柑 应 的 初 值 ， 从 而 依次 解 出 
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xz7S) 
一 阶 近 似 方 和 为 
aa/a 一 4 有 =0， 志 (0) 一 (1 (22.98) 
其 Cu 解 为 
相 (S) 一 (aa(s) 的 (s) 六 一 (ooas sns) 
二 阶 近似 方程 为 
2j0s 一 首 绍 一 0， 人 (0) 一 (0 0 《12.89) 
其 CU- 解 为 is)= (oa(s)，ga(S))5 一 (0，0)7. 
三 阶 近似 方程 为 
Gatsy[gs 一 ttsrz TB ts(0)=(0 0)?， 
《12.40) 
其 由 纺 = (0， Hagi 一 or)"、， 将 一 阶 近似 解 代 入 后 , 得 到 
CGtlaj is 一 如 ECs 一 大 Cs)， gta(0) = 一 (0 0)”， 《12.41) 
其 中 本 = 一 zsins， Yaco8s 十 Hagins 一 c0s2ssimsiz、 根据 弗 雷 
德 专 刀 择 一 任 定理 , (12.41 有 解 wsE Cs 的 充 要 条 件 是 


7 po 人 Fe yas-0 4- 耳 


《12.42) 
其 中 节 We 是 共 二 线 性 齐 次 方程 
一 Cjes 一 4 一 D 9EOle 《13.43) 
的 一 个 基础 解 组 .容易 求 得 
由 =(cosg sn 如 一 (sins 一 c085)7. 
把 它们 代入 可 解 性 条 件 (13.42), 得 到 
pa 一 mr/4= 凡 3mr 一 人. 
由 此 求 出 ja 一 1/4 ze=0， 这 与 按 公式 (了 2.23) 计 算 的 结果 一 致 
把 wa me 代入 (13. 针 ) 中, 可 以 求 出 
Ets(s) =- 草 Gam S 一 Sn 3s) 一 c085 十 Co099s)。 


于 是 , 我 们 有 渐 近 寡 开 结果 
17 


征 (S) 一 和 8(S)8- 直 8188)a 十 Ofe 

尼 =s214 二 De 7 一 Of(e). 
由 此 可 知 , 对 充分 小 的 此 >0, 有 有 

8 一 280172-HOKH2027 
从 而 得 到 对 充分 小 的 w>0 的 周期 解 
5) 一 QU1(SJJO 二 Sus(5)H 二 O() 
还 可 用 (12.34) 将 圭 式 的 变量 换 为 原来 的 变量 #。 这 个 周期 解 关 
于 时 间 二 的 周期 为 
四 KR 一 3mr(1 上 + 一 2ox(T 二 OCus/2)) 


8 13.3 应 用 例子 


团 普 夫 分 岔 涉 及 当 参 数 变 化 时 由 平衡 状态 产生 周期 运动 状态 
萝 现 象 ， 因此， 在 研究 力学 物理 、 化 学 .生物 、 控 制 . 机 电 等 方面 的 
自 激 振动 和 波动 现象 时 , 答 普 夫 分 贫 有 重要 的 作用 . 
[ 例 菩 《布鲁塞尔 振子 系统 的 赴 普 夫 分 贫 . 
首先 讨论 空间 均匀 情形 .在 (3.22) 中 ， 取 一 下 ( 护 、 卫 一 
工人 轧 , 则 有 常 微分 方程 系统 
人 (卫士 切 瑟 凸 互 ? 了 
读 ~ 再 生 一 全 2 了， 
其 中 4>0 为 常数 , 3>0 为 分 盆 参 数 . 
系统 (12,45) 有 平衡 点 (4，34 力 ， 作 坐标 变换 
互 =2+.4， 太 =2 直 34-. 
了 是 (12. 全 ?或 为 
全 (了 一) 二 dzy+(B4-Dz2T24oo 二 ao 
8 一 Bz 42 一 (B4-1)o2 一 94zg 一 ay 


《2.43) 


《 己 , 一 )ER2 《〈 人 2,45) 


(12.46》 
它 对 一 切 厂 值 都 有 平衡 点 (0， 0), 在 该 处 的 导 算 子 矩 阵 为 
- 
Z00-( 于 


1 局 


克 ( 了 3 的 特征 值 为 21,a( 旦 ) =w(B) 士 tao{( 吾 )， 其 中 

wa( 吾 一 [ 召 一 (1+429]/2 

af 了 ) 一 人 现 一 < 区 可 《12. 和 9》 
由 此 可 见 , 当 二 一 4 一 了 <1+342 时 ，》 和 》a 是 一 对 复 共 轴 特 征 
值 ， 特 别 地 ， 当 刁 -1 + 生 二 肪 时 有 <a(CBc) 一 0 oo 有) 一 4 二 oo 
ja 已) 一 士 zoo。 因 此 我 们 着 重 讨论 在 妊 - 避 附近 系统 (12.46) 
是 否 出 观 赴 普 夫 分 贫 . 

再 作 华 标 变换 


公 工 0 驼 
(全 训 玉 六 二 人 

(12.46) 变 为 

全 的 o)) 

罗 一 (好 )Jw 十 we( 且 Jo 十 [ 吾 /4y3u2 十 Suz(24 上 op(w o》 

(13.4) 

其 中 8- (IT 42 一 了 -二 a( 了 3))/o(3)，g(e 二 = [( 一 瑟 二 w( 吾 ))w 
一 o(B)o]/42， 

显然 g= or(Bo) 一 13>0、 此外, 记 呈 = 五 一 吾 5 并 技 (12.28) 
求 出 


入 训 + 和 。 二 [ 八 - 


(12.49) 
于 是 ， 由 霍 普 夫 分 贫 定 理 知 道 ， 当 上 >0( 芭 忆 >.Bs) 时 ， 系 统 
(了 2.48) 在 Go 切 一 (0, 00 附近 有 唯一 的 稳定 宜 限 环 ; 当 彤 ->0( 即 
召 > Bo) 时 ， 此 极限 环 趋 于 原点 。 这 个 极限 环 对 应 的 周期 解 的 周期 
为 ( 见 (12.23)》 


一 9m41(1T+zae2 十 D(e0)。 (12.50》 
几 患 到 4=hae TOfe), 由 (12.49) 得 到 
8=34(24 da OUu) NO (12.50) 


将 W2.49) 利 412.527) 代 入 2.50) 基 用 吾 表 示 后 , 有 
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-过 [ 人 GO) 多" 


+OCCB- 玉 站] 浊 > 到 (13.59) 
出 上 耐 章 分 析 知 道 , 空间 均匀 的 布鲁塞尔 振子 系统 (12.45] 当 有 一 
到 时 在 (和 了 )= (4 了 4-a) 附近 出 现 超 临界 的 堆 普 夫 分 盆 . 
然后 讨论 空间 非 沟 匀 情 形 。 设 空间 是 一 维 的 ， 空 间 人 标 为 m 
(3.30 写 成 
绎 -4-(BHDX+ZOT+ 了 SS ， 


引 

(12.59) 
B 人 到 
本 一 BZ 一 和 TDe 5 


我 们 考虑 (12.88) 在 区 间 0sos1 上 达 0 的 解 , 并 取 边 界 条 件 
碟 (0, 为 = 开 人 芒 = 几 


了 (0 纺 一 7 人 切 一 了 B4- (12.54) 
这 时 有 一 个 空间 均匀 且 与 时 间 无 关 的 解 
站 = 几 荆 =B4- (12. 跑 ) 


于 面 以 它 为 基本 解 去 研究 与 时 间 有 有 关 且 空间 非 均 匀 的 分 贫 解 . 
利用 8 了 .8 中 的 记号 ， 取 新 变量 w- 王 一 4 ?一 开 一 3B4 
方程 (13. 跟 ) 写 成 


日 ww 
喜人 间 十 (G0 Wi 卫 )=D 《12.56) 


其 中 下 见 (10.87)， 更 在 (9 0， 了 3) 处 的 导 算 子 矩阵 为 
隐 (B) = 也。o 古 (0 0, 吾 ) 
如 一 定 二 万 ,3218e2 .49 ) 
相 二 一 忆 一 4 十 Deae1aa2 几 
直接 计算 得 知 , 在 边界 条 件 
MD) 一 we 人 (2 一 00 一 of 一 0 《13.57》 
下 ,也 (2] 有 特征 值 
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了 二 一 an 一 可 士 \ To 十 5 一 4142] /9， 妇 所 有 冉 
《12.58)》 
其 中 cm 一 了 吾 一 1 -oasraDi/12， 5 一 4 十 msm2Da/B。 和 相应 的 特征 
函数 为 
(wm， oo 一 Sin x2(or， oz) 《12.59) 
其 中 x 一 orft ecs 由 线性 代数 方程 组 
一 am 一 42Yo 人 
人 二 区 
求 出 ， 由 (12.58) 可 兄 , 当 (en 上 jo)2 一 44? 召 <0 和 dm 一 和 一 0 时 ， 
即 当 
召 = 名 1+ 4 二 (Di 二 Do) 2E 同 〈12.60) 
时 ， 算 子 卫 (种 ") 有 纯 上 共 匈 特 征 值 。 图 12-3 给 出 名。 的 变化 曲 
线 。 由 于 万 (后 。) 的 特征 值 的 实 部 为 0， 故 名 ,的 曲线 也 是 基本 解 
的 线性 稳定 性 的 临界 曲线 ， 当 如 > 部 。 时 ， 基 本 解 (u 轨 = (0 0) 
是 不 稳定 的 。 在 旦 = 训 。 处 都 可 能 出 现 替 普 夫 分 岔 (mrE 由)， 我 们 
特别 关心 在 最 小 值 外 处 的 情况 . 


图 12-3 


我 们 可 以 利用 中 心 方形 方法 , 在 刁 = 中 附近 将 布鲁塞尔 振子 
系统 (12.56) 约 化 为 在 二 维 的 中 心 流 形 上 的 常 微分 方程 组 , 然后 用 
了 B 范式 和 和 替 普 夫 分 岔 定理 进行 研究 - 思 . 我 们 也 可 以 把 (12.58) 的 
解 周期 性 地 延 拓 到 ~<e<e<co 上 ， 由 = 方向 上 的 周期 仁 条件 和 
关于 原点 的 对 称 性 , 可 知 延 拓 后 的 系统 对 空间 有 CQ(2) 对 称 性 ， 此 
外 , 在 考 号 (13. 哆 ) 的 时 间 周 期 解 时 , 它 对 时 间 有 咏 : 对 称 性 . 于 大 
《12.53) 的 截 普天 分 贫 问 古 可 以 化 为 O( 坊 x 总 : 对 称 系统 的 静态 
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分 岔 问题， 并 用 对 称 性 破 龟 和 等 变 奇异 性 理论 等 进行 研究 研究 
结果 表明 ct， 在 一 定 条 件 下 ， 系 统 ( 节 .3) 在 了 = 已 处 会 出 现 
通 有 考 普 夫 分 贫 ， 图 12-8(Gi) 表 未 超 临 异 截 普 夫 分 贫 , 这 时 从 基本 
解 分 出 的 寺 间 周期 解 是 稳定 的 ; 图 13-8(Git) 表 示 亚 临界 霍 普 夫 分 
公 , 六 时 从 基本 解 分 出 的 时 间 启 期 解 是 不 稳定 的 , 而 且 这 个 不 稳定 
时 间 周期 解 会 在 某 个 至 处 折返 , 并 变 为 有 较 大 振幅 的 稳定 时 间 周 
期 解 . 

我 们 还 可 用 奇 蜡 报 动 法 求 出 在 玉 附近 的 堆 普 夫 分 岔 解 的 表 


达 式 ， 
名 五 一 站 2 mm Cos 8 
他) ) 吕 要 2 


+O(0B- 包 1)， 《了 2.61)》 
其 中 9= 4，Di， Do 纺 是 某 个 确定 的 函数 ， 
人 一 /4 一 (十 闪 生 ， 
四 \ 现 见 (12.58)、 由 此 可 见 , 当 史 x0 时 ,在 吾 = 总 附近 出 现 的 堵 
普 夫 分 贫 解 的 主 部 有 空间 模 态 。 sin(re/1)， 且 以 角 闫 率 吕 随时 间 
作 忆 期 振动 ， 故 呈现 持续 振 划 的 驻 波形 式 的 时 空 千 期 结构 、 当 
9>0 时 , 赴 普 夫 分 贫 是 超 临 界 的 ; 而 当 w<0 时 ， 它 是 亚 临 界 的 . 
[ 例 3 洛 伦 效 系统 的 答 普 夫 分 盆 
考虑 由 (3.13) 给 出 的 洛 伦 弯 系统 取 了 为 分 岔 参 数 ， 容 易 凤 
到 , 此 系统 对 一 切 r 和 只 有 平衡 点 (了 工 ，2 = (0 0 0); 此 外 ， 
对 7 了 > 还 有 两 个 非 平 凡 平 衡 点 ( 士 % 于 s 7 一 六 ,其 中 
s= 50rTy 
在 7= 工 处 出 现 平 衡 点 的 超 临界 区 形 分 贫 . 
下 面 要 指出 , 随 着 ” 进一步 增 大 , 在 非 平 凡 乎 衡 点 处 会 出 现 恰 
普 夫 分 岔 . 由 于 治 伦 兹 系统 (3.13) 在 变换 
(第 , 了 ， 四 ->( 一 工 了， 功 
下 保持 不 变 , 即 此 系统 关于 乡 轴 有 吧 射 对 称 性 , 因此 只 需 考虑 平衡 
点 (ssr 一 1( 这 里 *> 芒 直接 计算 表明 , 在 该 处 的 导 算 子 算 阵 为 
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可 一 器 0 
co 二 一 十 - (12.637 
St9) Sr) 一 5 


卫 ( 人 =det( 瑟 一 四 
一 一 入 一 (8 一 5)X2 一 (8 一 5 十 32) 上 2993. 
(12.69) 
考虑 到 在 瞧 普 夫 分 岔 点 处 , 亚 (r) 应 有 一 对 纯 虚 共 暂 特征 值 士 i5， 
并 记 第 三 个 特征 值 为 m% 则 特征 多 项 式 可 写成 
三 (= 一 02 二 62)( 二 的 
一 一 和 一 以 3 一 8 一 ap 012.64) 
比较 (人 2.63) 和 (12,64) 中 的 同 次 宕 的 系数 ， 可 知 在 瞧 普 夫 分 盆 
点 处 有 


IT6a， 邹 =3 一 0 十 5 
8 一 一 2820. 


人 夺 二 8 一 (一 c) 闻 
由 此 解 得 凡人 


有 = 一 05 十 呈 . 
考虑 到 时 -Cr 一 贡 , 便 求 得 直 普 夫 分 贫 出 现 
时 的 参数 值 
or 上 3 一 
可 忆 证 明 , 在 处 出 现 的 腹 普 夫 分 从 是 亚 临 
界 的 ， 从 非 平 凡 平 衡 点 产生 的 极限 环 是 不 稳 图 124 
定 的 ， 相 应 的 分 盆 图 见 园 13-4， 图 上 送 回 图 的 曲线 代表 周期 解 . 


813 其 他 动态 分 合 


除了 牌 普 夫 分 蔡 ， 还 有 许多 其 他 形式 的 动态 分 贫 。 这 里 通 芝 
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玫 个 重要 的 异型 说 明之 . 
[ 例 芋 将 伦 兹 系统 的 分 名 、 
洛 伦 效 系 统 可 以 出 现 多 种 形式 的 分 从 .考虑 下 面 的 系统 


一 10(y 一 四)， 
全 一 (13 .分 

2 ogg 一 Se/3 

的 一 些 数值 计算 结果 c”. 

当 *<iL 时 , 原点 是 唯一 的 渐 近 稳定 平衡 点 ， 在 7= 工 处 , 原点 
成 为 非 双 曲 平衡 点 , 并 出 现 平衡 点 的 超 临界 又 形 分 盆 . 当 了 > 时 ， 
原点 是 不 黎 定 平衡 点 , 与 此 同时 分 出 两 个 平衡 点 Ox(s， 5 Y 一 阅 和 
es( 一 8 一 5 7 一 了 其 中 S=3wV 30r 一 173 对 和 > 二 原点 有 一 
维 不 稳定 流 形 丈 "(O) 和 二 维稳 定 流 形 琴 "(O)，、 当 一半 习 
13.926 上 时, 刺 %9) 与 本 (9) 相 交 , 并 形成 两 个 同 宿 环 , 它们 是 关于 
贡 对 称 的 ( 见 图 18- 轧 ， 当 > 灾 时 , 同 宿 环 破裂 , 并 分 出 无 限 多 


条 有 有 任意 周期 的 闭 轨 ， 这 些 闲 轨 连同 
人 无 限 多 条 非 闭 委 线 一 起 ， 包 食 在 一 个 


1 有 办 不 变 集 里 面 . 这 种 现象 称 为 < 同 窒 
王 爆 烧 ”, 它 是 洛 伦 兹 系统 的 复 灯 动力 学 
玫 性 态 的 一 个 根源 . 


在 一 xz 二 中 .94 处， 平衡 点 O 

和 纺 是 非 双 曲 的 .此 时 出 现 亚 临界 霍 

普 夫 分 岔 (参看 8$ 19). 在 <r<< 生 内 有 不 稳定 的 闭 轨 r 和 

当 7 辣 时， 所 有 三 个 平衡 点 都 是 不 稳定 的 ， 此 外 ， 从 了 = 94 馆 

24.06 起 , 系统 (13. 切 出 现 一 个 奇怪 吸引 子 ， 它 在 ?>yx 日 了 接近 

% 的 范围 内 成 为 一 个 奇怪 不 变 售 ， 旺 现 混沌 性 态 ， 为 了 深入 了 解 

同 宿 爆炸 记 产 生 的 闭 轨 随 ”变化 的 情况 ， 下 享 将 讨论 洛 伦 兹 系统 
的 售 周 期 分 贫 ， 

对 7>319, 系统 ( 扫 . 芒 只 有 一 条 稳定 闭 轨 了 它 是 关于 “= 轴 

对 称 的 ， 这 时 仍 有 有 三 个 平衡 点 :0，0a 和 C。 在 r=813 处 , 忆 成 
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图 13-1 


为 非 双 曲 闭 轨 , 六 出 现 叉 形 分 售 ， 当 "< 是 8 时 ， 了 ~ 是 不 穆 定 的 ， 
还 有 两 条 稳定 的 非 对称 闵 轨 Za 和 Z, 它 们 关于 2 轴 是 对 称 的 . 当 
7 包 294 时 ,7 和 开始 失 稳 , 并 出 现 傍 周 期 分 岔 , 即 从 世 ra 和 五 
分 别 产 生 周 期 加 们 的 稳定 闭 轨 Ta 和 2、 当 wc2318 时 ,7 和 下 
开始 失 稳 , 再 次 出 现代 周期 分 贫 ， 随 着 了 继续 减少 , 还 有 和 更 多 的 借 
周期 分 岔 出 现 ， 形 成 一 个 以 一 二 314 为 终结 的 无 限 倍 周期 分 
岔 序列 ( 见 图 19- 仿 ， 它 有 珊 党 售 周 其 分 岔 序列 的 普 适 宗 度 性质 ， 


例如 Jp 了 一 5 一 4.6992.…， 其 中 Ye 是 第 次 入 周期 分 贫 


一 
是 现时 的 参数 值 系统 (13.1) 在 "一 史 处 进入 混沌 状态 ， 随 着 了 
的 进一步 减少 , 还 会 出 现 倒 分 贫 和 从 混沌 到 周期 运动 的 阵 发 过 演 、 

数值 计算 表明 ， 洛 伦 殊 系统 还 有 其 他 的 售 周期 分 岔 序列 ， 例 
如 在 rs166 处 出 现 闭 轨 的 靶 结 分 贫 . 对 ”<166 有 两 条 对 称 闭 邹 ， 
其 中 一 条 是 稳 定 的 , 另 一 条 是 不 稳定 的 ， 稳 定 闭 轨 在 ”154.4 处 
出 现 叉 形 分 个 ， 并 随 着 " 的 进一步 减少 ， 出 现 一 个 以 9 一 避 
145.9 为 终结 的 另 一 个 倍 周 期 分 岔 序列 ( 见 图 48-3)，、 在 35<r 芭 
145 的 范围 内 , 系统 (13 .1 也 有 许 劣 售 周 期 分 舍 、 同 条 爆炸 和 混 泪 
现象 ， 在 前 述 的 鞍 结 分 盆 、 叉 形 分 盆 和 傍 周 期 分 岔 序列 中 产生 的 
闭 轨 中 ， 有 些 可 以 跑 着 了 减少 一 直 持续 到 9= 扩 ( 即 第 一 次 同 宿 炮 
炸 ) 处 , 其 但 由 随 着 的 减少 或 增加 币 终结 于 其 他 的 同 宿 爆炸 处 、 

顺便 指出 ， 什 尔 尼 科 夫 法 ca 在 研究 与 同 、 异 宿 雪 线 有 关 的 分 
贫 和 混沌 现象 中 有 重要 作用 ， 
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f 鲍 习 有 参数 激励 和 其 他 激励 的 振动 系统 的 分 贫 . 
考虑 有 参数 激励 和 自 激励 的 单 自 巾 度 据 动 系统 : 
人 -28 十 PCo 十 sa coa GO 一 0， (T3.3) 
其 中 wwt 约 ，8 是 小 量 ，o 和 全 是 正常 数 ，F.” 和 上 是 参数 , 且 
a>0. 
我 们 先 用 多 重 尺 度 法 建立 振幅 和 相位 的 近似 方程 轨 ， 取 两 个 
时 间 尺 度 : 灾 - 汶 Y 一 曲 并 寻求 (18.3) 的 下 列 渐 近 展 开 角 ; 


8) 一 to( 卫 ，) 十 Bu 了 十 《13.3) 
把 (13.3) 代 入 (13.2), 并 比较 8 的 回 次 短 的 系数 ， 可 得 5 
一 阶 近 似 方程 
Tuo+axuo=0 《13.4) 
二 阶 近似 方程 
Hu 上 +23DoDiro+S(5 十 zuo)Doum 
十 opad+(acoaGm ja 一 0， (8.8 
其 中 Do=2/67,， 办 一 2/2r，(13.g 的 解 为 
ao 一 4d(r)eez 十 oc， 人 3.6) 


其 中 4(r) 是 待定 函数 ，ee. 代表 前 面部 分 的 复 共 轩 ， 把 (13.6) 代 
入 (13.5》， 可 以 见 到 当 吕 2o 时 此 系统 出 现 共振 ( 通 常 称 之 为 主 
共振 )、 习 进 解 计 参 数 e, 使 得 和 一 3o 十 sc， 根据 消除 长 期 项 的 要 
求 , 便 得 到 4 人 7 的 方程 : 

26o( 丸 十 LTzd 克 ) 十 (q 可 /2)eer 一 0 《18.7) 
其 中 所 是 4 的 复 共 罗 , 拔 号 “ 少 表 示 对 Y 求 导 . 将 六 写成 极 坐 标 形式 


4(r) 一 az)etm、 (13.8) 

将 (13.8) 代 入 (13.77， 并 分 开 实 部 和 虚 部 , 得 到 
af+He 廿 aa 上 (aajda)sin(cr 一 98)=-0， (13.9) 
ap' 一 (oa/tm)eos(or 一 2p) 一 0. 《18.10)》 

令 E= 四 9 一 or-29, 则 (13.9) 和 (13.10) 成 为 
站 二 21 民 二 2p63 一 (中 /30)sm70， C18.11) 
ED 一 (or2m)co8 们 一 0 《8.13) 


P26 


它们 戴 是 振 姐 和 相位 前 一 阶 近似 方程 . 
该 着 分 析 系统 (13.3) 的 分 岔 情况 ， 易 见 ， (13.1D、(13.19) 有 
一 个 平凡 解 二 = 0 它 对 应 着 原 系统 (19 .2) 的 平衡 状态 “一 0. 此 外 ， 
《138.14) (13.13) 有 非 平 凡 静 态 解 
8 一 [ 土 (一 4ao72 do) 一 由 [oo 
习 一 aT6 CO08(300Va] . 
图 19-4 给 出 (13 .11TD、(13 . 芭 ) 的 静态 分 售 和 稳定 性 分 析 结 果 ， 其 
中 取 w 为 分 贫 参 数 ，o 一 20(o?T4u2)072 oa=3iclw， 由 于 原 系 
统 (13.1) 的 解 可 写成 
一 (YeKer+w 十 oo. 十 人 (2) 
一 2[&(e 有 六]Y? cos[(C272)8 一 Te8)7 3 十 O(e)， 


(13.18) 


《18.14) 
图 13-4 表明 原 系 统 (13.9) 在 w 处 出 现 鸭 普 夫 分 贫 和 在 处 出 现 
观 期 解 的 较 结 分 贫 . 


汪 


Ge<0 ”GDpasg Cr>o De 


图 13-4 图 13-8 


我 们 接着 讨论 (183.11)、(13 .12) 的 圳 普 夫 分 盒 。 利 用 堆 商 夫 
盆 盆 定理 可 以 证 贡 , 如 果 jcj|>oyao 网 人 3.1)0138, 公 ) 在 上 0 
处 从 平凡 解 处 产生 截 普 类 分 贫 ， 妆 zx>>0( 或 ><0) 时 ， 对 上 <0 
《或 凡 >0) 存 在 稳定 (或 不 稳定 ) 的 周期 解 ， 它 当 >0 时 趋 于 子 凡 
解 、 图 JI3 占 给 出 (13. 工 )、(13.12) 的 起 普 夫 分 贫 缔 果 . 由 (13.147 
可 知 ，(13.11)、(13. 切 ) 的 关于 Y 的 频率 为 w 的 周期 解 对 应 原 系 
统 (13.2) 的 关于 # 的 颖 率 为 Q/3 与 ao 的 二 维 环 而 解 ( 即 T 解 )， 
因此 (418 .3 当 | 全 o/3w 时 在 六 =<0 处 出 现 二 维 环 面 分 岔 ， 应 当 
指出 ,如 果 在 (13 .9) 中 有 多 频 参 数 汰 盛 , 那么 在 该 系统 中 还 会 出 现 
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更 高 维 数 的 环 面 分 售 '2， 亚 四， 在 [63] 、[64] 中 还 讨论 了 在 参数 
激励 和 强迫 激 凤 联 合作 用 下 了 两 自由 度 的 非 线性 耦合 振子 系统 的 一 
次 和 二 次 分 岔 问题 , 在 那里 使 用 区 BM 法 去 建立 平均 方程 , 然后 用 
无 对 称 性 和 有 2 对 称 性 的 奇异 性 理论 进行 分 析 . [65] 研 究 了 非 组 
性 马 休 ( 卫 .[.Mathieu ) 方程 的 1/2 次 谐 分 贫 行 为。 首先 用 ILS 方 
法 求 出 分 岔 方程 ， 然 后 考虑 一 次 近似 的 分 贫 特 性 和 给 出 分 贫 方 程 
系数 的 计算 方法 , 最 后 讨论 分 岔 方程 的 高 次 近似 和 普 适 开 折 问 题 . 
{ 例 3] 强迫 灶 芬 振动 系统 的 分 贫 
当 非 线性 振子 受到 外 界 周期 力 的 作用 , 特别 是 外 力 较 大 时 , 会 
产生 多 种 形式 的 动力 学 响应 ， 主 要 有 : 
工 . 周期 运动 , 包括 谐振 动 解 、 亚 谐振 动 解 和 超 谱 振动 解 等 , 有 
对 还 会 有 多 个 周期 运动 共存 ; 
2 ， 准 周 期 运动 ， 
3. 非 周期 运动 , 特别 是 混沌 运动 . 
当 参 数 变化 时 , 在 在 不 同 运动 形式 之 问 的 跃迁 和 分 贫 现 象 。 
单 自 由 度 强迫 杜 芬 振动 系统 的 标准 形式 是 
十 At 十 oz 十 Boa 一 六 oos 0 26G 民 《13.15》 
其 路 可取 0 1 或 一 卫 B 可 取 并 或 ~， 系统 (13.15) 有 三 个 参 
数 : 4 .2 和 思 它 有 很 丰富 的 动力 学 行为 , 至 今 尚 未 被 人 们 完全 认 
站 、 在 系统 (18.15) 中 , 软 弹 众 系统 
宙 十 HT 十 一 昭 一 再 o0g 0 《13.16) 
二 的 劲 力学 行为 最 复杂 ， 这 里 给 出 当 六 = 
本 fm4 人 0. 人 了 一 0.38 时 的 一 些 数值 结果 . 如 果 
人 强迫 力 频率 驴 从 比 固有 频率 oo 一 工 小 得 
了 2 并 多 的 数值 开始 增加 ， 册 强迫 振动 周期 解 
2 的 振幅 妈 大 致 沿 摄 动 法 得 到 的 帆 频 机 线 
变化 , 并 有 突 惨 发 生 ( 见 图 切 -63. 然 季 , 
当 驴 从 较 大 的 数值 开始 减 小 时 ,情况 就 
很 复杂 了 ， 首先 ， 在 Qx0.535 处 出 现 由 对 称 性 疏 缺 引起 的 又 形 
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站 
图 13-6 


分 贫 ， 即 周期 为 了 一 2m/g 的 大 振幅 对 称 解 分 裂 为 两 个 有 同样 周 
期 2 的 非 对 称 解 。 然 语 在 0.5268<2<0.58 的 范围 内 观察 到 多 
个 们 周期 分 岔 序列 ， 此 外 还 有 周期 窗口 和 混沌 带 ， 这 些 都 以 两 个 
共存 非 对 称 状 态 的 形式 出 现 、 值 得 注意 的 是 , 当中 焉 小 到 0.5268 
时 ， 两 个 非 对 称 的 混沌 状态 重新 汇合 为 一 个 对 称 的 混沌 状态 .再 
经 过 若干 次 相继 的 分 贫 ， 当 ”0.53 和 时 ， 系 统 又 经 过 突 跃 回复 
到 一 个 对 称 的 小 振幅 周期 运动 状态 . 


8$14 示 态 分 贫 的 普 适 开 折 


动态 分 岔 研究 与 静态 分 岔 一 样 ， 也 需要 讨论 扰动 对 分 岔 性 态 
的 影响 ， 训 果 动态 分 岔 是 退化 的 ， 就 要 利用 适 开 折 去 描述 受 扰 
后 可 能 出 现 的 各 种 分 贫 状 态 。 


$ 14.1 预备 知识 


发 映射 JE O"(R"，R")， 我 们 把 有 序 组 
2 门 = (po oo Ka0，… P7(zo) WoERn 
《14.1) 
称 为 了 在 wo 处 的 天 庙 式 (E-jst)， 其 中 玉 (wo) 是 阶 导 算 子 
《6= 卫 …， 态 ，R" 上 的 全 部 0” 隐 射 在 一 切 ER" 处 的 不 射 式 梨 
合 构成 一 个 有 限 维 线性 空间 , 记 为 .Jx(R Ren)。 
[的 习 yeCR"， Rs 兰 Rex Re 是 双 维 的 ， 
[ 例 引 TCR RD) 是 3 维 的 , 因为 它 的 元 索 有 坐标 (mw Pa)， 
Ja))， 
[ 岗 引 VCR2，R2) 是 8 维 的 ， 因 为 它 的 元 素 有 坐标 (m， 
Fe)， DCm))， 其 由 四 Je) 是 2 维 向 量 , 卫 /(z) 是 3x3 矩 阵 . 
对 每 个 觅 射 FE CrCR，R"》， 定 义 映 身 
亲 RCR Rn)， whyy 基 门 = ， (Gd43) 
子 称 为 /的 “大 射 式 扩张 >( 大 -ja extension)。 
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设 映射 9E Or(R"，R") 和子 流 形 NCR"，、 对 了 ERR"， 或 者 
8(V) 生 型 ,或 者 省 gY)E 玉 时 切 空 间 了 oue 开 与 了 BR 在 了 9(o) 
作用 下 的 象 是 横 裁 的 , 即 

万 g(ep) .sRe 填 prc 开 人 rceRny (14.8) 
则 称 映 射 9 与 流 形 好 在 ”= 处 是 横 截 的 、 如 果 在 任何 rwER" 处 
中 射 9 与 流 形 开 都 是 横 哉 的 ， 则 称 '9 与 1 模 截 ” 

定理 ( 托 姆 横 蕉 性 定理 ) 设 妃 是 .7(R"R") 的 一 个 于 流 形 . 
车 8 为 OCR， R") 中 如 下 师 射 了 的 集合 ; 其 射 式 扩张 闻 凡 与 吾 
模 截 , 则 8 是 可 数 个 在 C"(R"，R") 中 秽 审 的 开 子 集 的 交 , 即 8 是 
O-(Rr*，Rm) 的 一 个 剩余 子 集 (residual subset) 

上 述 定理 表明 , 集 咏 的 横 裁 性 在 g"( 良 ”，Rr) 中 是 适 有 的 ( 见 
附录 第 161 页 )， 我 们 根据 映射 在 有 限 维 空间 7xR"，R") 中 的 几 
饲 性 质 , 就 能 得 出 它们 在 无 限 维 空间 C"(R"，R“) 中 的 结果 . 

接着 介绍 向 量 场 的 平衡 点 余 维 数 的 概念 (对 映射 的 不 动 点 ,也 
有 类 似 的 结果 )， 考虑 系统 

元 = az)， ER 
其 中 向 量 场 ,AE O"( 只 ")， 由 于 局 部 分 岔 涉 及 非 双 曲 平 衡 点 ， 因 此 . 
除了 大 射 式 空间 .(R"，R") 外 ， 还 要 用 到 它 的 两 个 子 集 友和 避 ; 
加 是 由 全 体 有 平衡 点 的 向 量 场 的 上 射 式 组 成 的 ， 翌 是 由 全 体 有 非 
双 曲 平衡 点 的 向 基 场 的 无 射 式 组 成 的 、 在 ,zx(R" 恨 ") 中 ,到 的 余 
维 数 为 m 至 的 余 维 数 为 mw 二 1， 应 当 注 意 , 虽然 鼠 和 召 的 余 纪 数 
与 友 无 关 , 但 它们 的 维 数 与 天 有 关 . 

[ 例 勾 “考虑 向 量 场 空间 O"(RD)， 这 时 Jx(R2 RD) 的 维 数 
为 &+3, 它 的 元 素 是 


CCC) zcERD EOCRL) 
卫 的 维 数 为 寻 +I( 即 余 维 数 为 1), 它 的 元 素 是 
人 0 ER JEO CR 


召 的 维 数 为 t 即 余 维 数 为 3), 它 的 元 素 是 
(0 0 ZERU JECFT) 
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[ 鲍 史 ”考虑 岗 量 场 空间 9”( 训 )、 这 时 CR 民 ") 的 元 素 
是 

(2 7 了 Fo 下 7FD)) YER' FEO(R 
如 的 元 素 是 


(0 DJ DJ) ER PEor(R) 
如 的 元 素 是 
0 兄 7 Dr7(a))， wERo JEO-(R) 


其 中 忆 J(z) 是 一 个 非 双 曲 的 xm 和 宅 阵 ， 在 其 特征 值 中 至 少 有 一 
个 的 实 部 为 0. 
设 向 景 场 9(z) EOr(R") 有 平衡 点 Wo. 取 召 为 到 中 有 与 9 在 
w。 处 相同 的 导数 退化 条 件 的 上 射 式 给 成 的 子 集 . 设 加 在 7 反 民 ”ER 7 
中 的 余 维 数 为 必 此 外 , 前 面 已 经 知道 冯 在 .CR R") 中 的 余 维 
数 为 w， 我 们 定义 9 的 “平衡 点 wo 的 余 维 数 ” 为 @& -ma， 显然 ， 对 
双 曲 平 痪 点 , 有 吾 = 五 ， 从 币 它 的 余 维 数 为 0 而 对 非 双 曲 平衡 点 
有 五 笠 丈 , 其 余 维 数 大 于 0 于 是 , 我 们 可 用 平衡 点 的 余 维 数 去 窒 
量 向 量 场 在 该 处 前 退化 程度 . 为 了 在 确定 集 召 时 能 考虑 在 平衡 点 
处 的 全 部 退化 条 件 ( 即 导 数 满足 的 条 忻 ), 天 应 取 足 够 大 的 数值 , 此 
外 ， 还 应 注意 到 对 集 刀 的 元 素 只 有 在 平衡 点 的 导数 方面 的 限 制 ， 
但 平衡 点 的 位 置 一 般 是 可 以 变动 的 . 
[ 岗 6] 汰 虑 向 量 场 
艺 一 儿 (O) 天 ng-HO(oe) 已 夫 0 mr 和 网 (14.47 
在 非 双 曲 平衡 点 如 =0 处 的 导数 ， 有 站 (zo) 一 0， 多 (oo) 一 36 地 0. 
于 是 , 取 集 如 的 元 素 为 《开关 2) 
人 有 2ERU PEO(RL) 
显然 , 召 就 大 例 和 4 中 的 集 巴 其 余 维 数 @ 一 3 因此 (14. 和 的 平衡 点 
2 因 -0 的 余 维 数 为 工 . 
[同门 ”考虑 向 量 场 
了 一 afa) 三 co 十 D0ee)， 地 0，zE 民 《14.5) 
在 非 双 曲 平 衡 点 各 = 处 的 导数 表 多 (3 一 go 一 0 拓 (zoj 一 
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Ge 关 0， 于 是 , 取 集 吾 的 元 素 为 (j2>3) 
0 zEB ESEORD) 
集 召 的 余 维 数 & 一 3， 从 而 (14,) 的 平衡 点 zo=0 的 余 维 数 为 3， 
[ 例 8] 考虑 身 量 场 
天 -ga(z)=4z 十 OClel2》， ZE 色 《14.6) 
可 以 证 明 "e, 当 4 


0 一 ow 
加 


) ex 时 ，(14.6) 的 平衡 点 wo=0 


的 余 维 才 至 少 为 1 当 具 -( 0 7 时 ， 访 平和 上 的 余 弘 妆 盏 少 为 


3、 我 们 还 要 根据 高 阶 项 的 退化 情况 , 才能 完全 确定 平衡 点 的 余 维 
数 ， 

应 当 注 意 , 在 上 面 的 平衡 点 余 弘 数 定 义 中 , 并 未 考虑 疯 县 场 的 
对 称 性 的 作用 对 于 有 对 称 群 并 的 向 量 场 ， 我 们 可 以 像 8 薪 那 
样 , 引进 平衡 点 的 Z 余 维 数 的 概 候 . 


$ 式 -2 局 部 向 量 场 的 普 运 开 折 


设 向 量 场 g(e) EOm (R")， 如 果 有 含 参 数 凡 ER 的 向 量 场 
G(m RD)EOr(R"x 民 "， 氏 )， 使 得 G(w，0) =9(o2)， YER"， 则 
称 G(w，PA) 是 9(2) 的 一 个 2- 参数 开 折 ,， 吴 称 为 开 折 参 数 ， 如 果 
对 9 的 任何 一 个 开 折 全 (w，X)E OCR"XR9 本 )( 其 中 开 折 参 数 
和 ER0)， 存在 连续 陕 射 一 (5 和), 和 一 9(A)， 且 2(0) 一 0 使 得 对 
一 切 AEIC 氏 (其 中 工 是 原点 的 邻 域 )， 向 量 场 @B(ow,， A) 与 fm， 
和 %),， Hp()) 是 拓扑 等 价 的 ， 则 称 仓 (z， 各 是 9C2) 的 一 个 普 用 开 折 . 
在 9 的 所 有 装 用 开 折 中 ， 含 开 折 参 数 最 少 的 称 为 普 适 开 折 .，yY 的 
普 适 开 拆 一般 不 是 唯一 的 , 9 的 普 适 开 折 中 记念 开 折 和 参数 的 个 数 ， 
称 为 “向 量 场 "(z) 的 余 维 数 六 .对 于 在 平衡 点 附近 的 局 部 向 量 场 ， 
周 样 可 以 引入 普 适 开 折 的 妖 念 ， 局 部 向 量 场 的 普 适 开 折 中 开 折 参 


了 这 里 的 余 绯 数 足 对 无 参数 府 旭 场 定义 的 ， 而 $9 的 余 维 数 图 对 单 参 数 丫 盟 场 定 
后 者 大 开 


数 个 数 , 就 是 平衡 点 的 余 维 数 。 与 静态 分 贫 研 究 一 样 , 在 动态 分 岔 
研究 中 ， 间 量 场 的 普 适 开 折 以 最 简单 的 方式 包含 了 对 向 量 电 的 所 
有 扰 动 ， 从 而 可 用 来 分 析 受 执 后 一 切 可 能 的 动态 分 盆 性 态 ， 由 于 
入 量 场 全 局 分 析 的 困难 ， 这 里 只 讨论 在 平衡 点 附近 的 局 部 向 量 场 
(特别 是 共 PB 范式 ) 的 普 适 开 折 问 题 . 

设 向 量 声 g(z) EGR 有 非 双 曲 平衡 点 zo， 我 们 可 按 以 下 
步骤 求 在 该 平衡 点 附近 向 量 场 的 PB 范式 的 普 适 开 折 ; 

41. 在 平衡 点 附近 用 中 心 流 形 方法 将 动力 系统 降 维 , 得 到 约 化 

2， 铺 定 平衡 点 wo 的 余 维 数 中 - 

3 求 约 化 系统 的 PE 范式 , 取 ” 阶 裁 断 gr(2》. 

4. 取 开 折 人 参数 上 ER"， 构 造 gr(z) 的 一 个 -参数 开 拆 
Ga， 和 GEOr( 了 exRn，RD)， 使 得 其 4 射 式 扩张 @ Co，p) 在 
VCR"XR"， 民 中 与 反映 9g(Z) 在 oo 处 的 退化 条 件 的 向量 场 上 
射 式 集合 吾 是 横 截 的 ， 由 托 姆 横 截 性 定理 知道 ， 该 mm- 参数 开 折 
的 横 截 性 在 向 量 场 空间 O"《RX 民 "，Ro 中 是 通 有 的 . 

5 证明 G(p，#) 在 wo 附近 确实 是 向 最 场 Xem) 的 PB 范式 
9r(z) 的 一 个 冲 适 开 折 、 

由 于 上 面 的 第 4 步 只 考虑 平衡 点 性 质 ， 其 本 质 是 静态 的 ， 没 
有 涉及 向 量 场 的 动 态 特 性 (如 闭 轨 、 同 宿 或 异 宿 环 等 》 因此 第 总 步 
的 证 明 是 必要 的 、 对 于 一 维 向 量 场 , 非 游 落 集 仅 由 平衡 点 组 成 , 第 
二 步 得 到 的 -参数 开 折 对 动态 问题 来 说 也 应 当 是 普 适 开 折 ， 然 
而 , 对 于 高 维 向 量 场 , 情况 就 不 是 那么 简单 了 , 第 4 步 的 和 m- 参 数 开 
折 并 不 一 定 是 动态 分 岔 前 普 电 开 折 ， 有 时 甚至 不 存在 动态 分 岔 的 
次 通 开 折 ， 

{ 合 电 考虑 测量 声 

瑟 一 久 ( 扣 一 oz2-HD(za)， 0，zERI 《14 他 

在 平衡 点 zo-0 附近 的 普 适 汗 折 问题 .由 例 6 知 道 mm 一 0 是 

(14 .人 的 余 维 数 为 革 的 退化 王 黎 点 (44.7) 已 是 PB 范式 ， 取 其 
引 


2 阶 截 断 式 


到 gefo) 三 az3. 《14.5) 
《14.8) 的 一 个 七 参数 开 折 是 
了 一 爷 (a，1) 王 十 az2. HEE 划 《14.9) 


考虑 2 射 式 宝 间 .2(R xRR RD)， 其 元 素 是 
《Co 儿 六 je yo ya) 7 了 EGR XRD RD 
并 到 满足 gae) 在 平衡 点 的 退化 条 件 的 于 集 加 其 元 素 是 
Co 0 0 六 7 7 jh)， 7EO”( FExR 芭 ) 
现在 证 明 在 .14( 梧 x 本 ，RD) 中 ，G(z， 名 的 2 射 式 扩张 G(o A) 
(〈 即 .2,z(G)) 与 子 流 形 如 是 横 截 的 .事实 上 ， 当 (w， 中) 地 (0 0) 
叶 有 上 (ao 内 生 画 而 当 (wm = (0 90) 时，G(0, 0)E 召 简 记 
G(0 0) 为 2, 直接 计算 得 知 
了 GO0，0) .Teo,oRa 十 四 历 一 民 s 一 人 pr72(RLX RS RD). 
于 是 , 由 托 姆 横 截 性 定理 知道 , ]- 和 参数 开 折 G(z， 彤 ) 与 退化 疝 量 场 
集合 的 横 裁 人 性 是 通 有 的 . 
我 们 指出 ，G(ew， /0 确实 是 向 量 场 ga(z) 在 “=0 只 近 的 一 个 
普 适 开 折 ， 设 五 (o 入 EO”(RxR R) 是 gz(z) 的 一 个 开 折 ， 考 
央 系 统 
苑 = 五 (mm 入 )， ER，XERI 《14.10) 
国 吾 (wz， 扩 一 ga(z) 一 aa, 显 见 克 (0，0) 一 刷 -(0， 由 一 0 交 (00) 
“4sf。 为 确定 起 见 , 设 ">0 对 < 到 0, 可 作 类 似 的 讨论 ). 报 据 马 
名 格 朋 奇 (B. Malgrange) 预 备 定理 (例如 见 [19] ) 得 知 
至 (z 因 一 传 (0) 工 ?2)2 二 mw 入) 5EZ 和 E 
其 中 芝 mA)EO PR) AoEO(TxJ RD)， 且 0) 
一 TO 一 0 7(0 0)=c7/2， 5C 只 和 大 己 民 都 是 包含 原点 的 某 邻 
哉 . 由 于 4>-0， 我 们 可 设 对 (z，X) EUX 灰 有 Jo ))>0， 于 是 
系统 (14.10) 与 下 列 系统 在 也 x 太 中 拓扑 等 价 : 
证 有 () 十 (2 二 2. 人 和 EDBExF (Cd 
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仿 V aY 十 9 和 /9 严 一 二 (和 一 吧 (2)/4， 则 (14.11) 可 写成 
区 一 上 严 十 ay2. 《14.19》 
由 此 可 见 ， 向 量 场 他 (z，A)( 即 系统 (14.9)) 与 至 (r，X)( 即 系统 
《4.10)) 是 拓 扯 等 价 的 ， 从 而 G(o 向 是 ga(z) 的 一 个 普 适 开 折 。 
其 实 , 我 们 同样 可 以 证 明 G(o, 凡 ) 是 9(2)( 即 原 系统 (14.7)) 的 一 个 
癌 适 开 折 ， 在 非 退化 条 件 关 0 下 ， 系 统 (14.9) 在 (2 J 一 (0 0) 
处 出 现 鞍 结 分 岔 《 即 极限 点 分 岔 )- 这 里 的 结果 表明 , 余 维 数 为 工 的 
著 结 分 岔 在 拓 动 的 作用 下 有 保持 性 ， 即 单 参数 向 量 场 族 的 苇 结 分 
售 是 通 有 的 , 
[ 例 10] 考虑 向 量 场 
性 
gg 一 oz+OC)， 
其 中 *= ( 纪 十 殷 )2%2 wwE 只 是 常数 . 
由 & 8 的 例 3 知道 《14.13) 的 一 个 3 阶 截断 FEB 范式 是 1( 殉 
《8.41)) 


《2 DER 《14.13) 


人 一 ogg 二 (az 一 29)(e2+ 扩 )， 
一 oz 十 (Be 十 ogg)(22 十 护 ) 。 
可 以 证 明 , 在 平衡 点 保持 在 原点 不 动 的 条 件 下 ，(m 9 一 (0% 0) 是 
《14.18) 的 余 维 数 为 工 的 退化 平 奖 点 . 
在 极 公 标 中 , (14.14) 写 成 

， 

避 一 由 十 Br2. 
在 =0 附近 ,0( 雪 随 上 单调 变化 , 因此 (14,) 的 动态 行为 取决 于 
第 一 个 方程 ， 一 般 地 说 ， 当 0 时 , 《14.15) 的 第 一 个 方程 在 "~ 
0 附近 的 一 个 普通 开 折 是 

他 一 十 La 二 083 《14.JI6) 

然而 ， 考 虑 到 平生 点 保持 在 原点 的 要 求 ， 我 们 必须 取 心 =0. 记 
Ha 一 《14.16) 写 成 
二 共 实 节 是 一 个 4 阶 攻 瞩 PB 范式 。 


G4.14) 


《4.15) 


! 强 


子 一 Er 十 072. 号 ER 《14.17) 
《14.f 门 连同 (14.15 的 第 二 个 方程 一 起 ,组 成 (14.15) 的 一 个 普 适 
开 折 . 回 到 直 第 坐标 , 就 得 到 3 阶 PR 范式 的 一 个 普 适 开 折 
人 
2 一 am 二 Hg 二 (bz 十 ay)(z2 十 2) 
震 攻 夫 分 盆 定 理 提 出 , 在 非 退 化 条 件 = 头 0 下 , 系统 (14.18) 在 瑟 一 
0 处 出 现 通 有 汐 普 夫 分 贫 . 这 里 的 结果 表明 ， 余 维 数 为 1 的 通 有 
霍 普 夫 分 偶 在 扰动 的 作用 下 有 保持 性 ， 即 单 参数 向 量 场 族 的 禹 有 
替 并 夫 分 岔 是 通 有 的 . 
[ 鲍 姜 ] 考虑 向 量 场 
有 
4 一 0OCr)， 
其 中 一 十 昂 . 
由 8 8 的 例 2 知道 《td.19) 的 一 个 2 阶 载 断 PB 范式 是 ( 现 
(8.32)) 


《1t4.18) 


(ze 鸭 ER2 《44.19) 


了 2 肋 
拉 aoy 十 aa. 4 和 


可 以 证 明 , 当 2 站 0.3 关 0 时 《oo 为 = 《0 0) 是 414.207 的 余 维 数 为 
前 退化 平衡 点 ， 这 时 ，《14.207 在 (o g) 一 《0 0) 附 近 的 一 个 普 
适 开 折 是 "” 
人 
区 一 呈 十 La 十 098 十 Br2 
《 疆 .9) 
其 中 参数 (Ku Hz)ER2?. 图 葵 寺 找 
述 了 系统 (14.21) 在 (wo 纺 一 (0 0) 
附近 的 局 部 动力 学 性 态 随 参 数 变化 
的 情况 .在 参数 (Ha ka) 平面 上 , 下 
列 分 界线 
:ja 一 0 《ka 天 0) 


5 


五 : 三 = 一 幅 (os0) 
瑟 O: 由 一 一 (49725)03 二 OCS 《paD) 
将 平面 分 成 四 个 区 域 、 当 人 ay， 各) 在 这 些 区 域内 部 时 ，( 了 4.31) 的 
相 图 在 小 拢 动 下 不 会 改变 ， 系 统 是 结构 稳定 的 .而 当 (rza，Az) 在 
上 述 分 界线 上 有 时， 系统 是 结构 不 稳定 的 ， 分 界线 8 对 应 平衡 点 
的 吉 结 分 岔 ( 即 拔 跟 点 分 贫 ), 五 对 应 蛋 普 夫 分 贫 ， 五 C 对 应 辐 宿 
轴线 分 贫 。 出 于 同 宿 轨 线 分 贫 是 全 局 分 盆 ， 这 里 的 结果 表明 局 部 
分 岔 分 析 有 时 也 可 以 导 洗 全 局 前 结果 . 
上 面 讨论 了 局 部 向 量 场 的 PB 范式 的 普 适 开 折 问题 ， 它 们 是 
向 是 场 分 岔 研究 的 简化 横 型 ， 虽 然 我 们 还 未 能 清楚 地 知道 PB 范 
式 与 原 系统 的 分 岔 性 态 之 间 的 一 般 关 系 , 但 是 在 一 些 情形 中 , 可 以 
证 明 PB 范式 完全 反映 原 系统 的 动力 学 定性 性 态 、 这 种 PB 范式 
称 为 敬 用 PB 范式 .在 满足 所 述 的 非 退 化 条 件 下 , 例 9 至 例 11 的 
了 PB 荒 式 都 是 普 用 的 , 它们 的 普 适 开 折 就 是 原 系统 的 普 适 开 折 . 
最 后 介绍 在 非 双 曲 平衡 点 附近 的 局 部 向 量 场 的 分 类 问题 ， 考 
中 向 量 场 
到 一 9 (2)， 放 公 民 ”【〈1.29) 
其 中 -8 是 非 双 略 平 衡 点 , 即 9(0) 一 0 ， 且 了 9(09) 有 实 部 为 零 的 
特征 值 . 一般 地 说 , 向 悬 场 %g) 及 其 普 适 开 折 的 动力 学 性 态 取决 
于 两 个 因素 一 个 是 9(2) 的 线性 结构 ， 即 矩阵 刀 9(0) 的 特征 值 和 
特征 向 量 的 情况 ; 另 一 个 是 9(w) 的 非 线性 结构 , 即 9( 史 ) 的 展开 式 
中 非 线 性 项 的 情况 .这 里 我 们 按 向 量 场 的 线 几 结构 进行 分 类 ， 在 
此 基础 上 再 进一步 考虑 向 量 场 非 线性 结构 中 的 退化 性 对 动力 学 往 
态 前 影响 ， 设 了 9(0) 有 堪 个 特征 值 的 实 部 为 零 , 它们 在 卫 9(0) 的 
实 级 当 标 玲 形 中 对 应 一 个 专 阶 子 块 y, 即 经 过 坐标 的 线性 变换 后 ， 
可 到 标准 形 
了 0 
2oO-( 外 
其 中 盘 是 非 零 实 部 的 特征 值 对 应 的 子 顽 。 记 五 为 全 体 开 中 实 抑 
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阵 组 成 的 线性 空间 , 8 为 在 尼 中 与 v 相似 的 全 体 实 矩阵 组 成 的 子 
流 形 ， 我 们 称 8 在 空间 下 中 的 余 闪 数 为 "(w) 的 线性 余 维 数 . 下 
画 按 线性 余 维 数 和 子 块 y 的 结构 ， 对 向 量 场 进行 分 类 ， 例 如 
线性 余 维 数 为 工 的 情形 : 
1 D9(0) 有 单 重 零 特征 值 , 此 时 
J=- 0)， 
3. 了 9(0) 有 一 对 纯 虚 特征 值 土 io, 此 时 
70 一 上 四 
5 
线性 余 维 数 为 2 的 情形 ; 
ID8y(0) 有 二 重 零 特征 什 , 内耳 不 可 对 角 化 ( 即 刀 9(0? 有 二 
重 非 半 简 单 的 零 将 征 值 ), 此 时 
人 工 
7 路 


2，D4(0) 有 单 重 零 特征 信和 一 对 纯 虑 特征 值 上 io (o0)， 


此 时 
0 0 0 
0 wo 0 


3- 了 9(0) 有 两 对 纯 卡 特征 值 十 zox 和 土 boo (en， oz>0)， 此 


时 
在 二 而， 彰 
mm 0 0 9 
oo 50 0 -o 
0 0 mw 
其 中 ,如果 存 在 非 负 整数 mr 和 yo, 使得 oas 一 mayonz 则 称 
是 “ru3:ms 共振 ”的 ! 否则 , J 是“ 非 共振 ”的 . 
此 外 , 还 有 更 高 线性 余 维 数 的 情形 .例如 当 9g(0) 有 二 重 非 
学 简单 的 纯 甫 特征 值 土 i 时 , 有 
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0 0 
了 | ， 
0 0 0 一 
0 0 wow0 


则 称 避 是 非 半 简单 工 王 共振 的 "5， 其 线性 余 维 数 为 3， 又 
如 当 厂 9(0) 有 二 重 半 箭 单 的 有 零 特征 值 时 , 有 


D 0 
2(。 中 
其 线性 余 维 数 为 二 
在 把 向 量 场 按 线 性 结构 进行 分 类 之 后 ， 我 们 便 可 以 按 非 线性 
结构 的 退化 情 瑚 班 一 步 讨论 其 普 适 开 折 和 分 析 各 种 可 能 的 动力 学 
状态 . 


8$15 。 模 态 相互 作用 


应 用 中 ， 往 往 把 向 熏 妃 的 线性 化 矩阵 的 每 个 实 特征 值 或 每 对 
复 共 斩 特 征 值 与 该 系统 的 一 个 模 态 对 应 、 如 果 某 模 态 对 应 的 特征 
值 实 部 为 0， 则 称 它 是 临界 镜 态 . 我 们 把 零 特 征 值 对 应 的 痢 界 模 
态 称 为 定 态 的 , 并 把 纯 虑 特征 值 对 应 的 临界 模 坊 称 为 周期 态 ( 或 过 
普 夫 型 ) 的 .显然 , 含 参 数 系统 的 失 稳 和 分 岔 现象 ， 与 临界 神态 的 
出 现 密切 相关 .这 里 考虑 含 参 数 系统 在 某 个 参数 值 处 有 多 个 临界 
模 态 且 出 现 分 岔 的 情形 ， 在 该 参数 值 附 近 ， 临 界 模 态 之 问 的 非 线 
性 相互 作用 可 能 引起 更 复杂 的 现象 ， 例 如 次 级 分 贫 的 出 现 、 由 于 
临界 模 态 有 两 种 基本 形式 ， 在 双 临 界 模 态 系统 中 就 有 三 种 模 态 相 
互 作用 : 定 态 - 定 态 相互 作用 、 定 态 -周期 态 相互 作用 和 周期 态 - 周 
期 态 相互 作用 。 息 设 我 们 已 经 用 中 心 流 形 方法 将 系统 约 化 ， 从 而 
只 需 在 ”= 久 8 4 维 空 间 中 对 上 述 三 种 相互 作用 进行 研究 ， 这 里 
者 重 讨论 它们 产生 的 次 级 分 岔 问题 ， 考 虑 
人 十 9Cz， 四 0 录 ER，RER (15.12 
设 9(0 0) -0, 并 记 瑟 =- 忆 0(0 0). 
13? 


工 ， 定 态 - 定 态 相 民 作用 

此 时 厂 有 二 重 零 特征 值 ， 政 空间 维 数 w%s 2 环 的 标准 形 是 
人 中 和 (9 前 者 是 通 有 的 , 线性 余 维 数 为 3 后 者 不 是 通 
有 有 的 线性 余 绝 数 为 4， 我 们 可 以 利用 PB 范式 和 音 适 开 折 去 研究 
各 种 可 能 的 动力 学 狂 态 ( 参 看 $ 14 的 鲍 了 0)。 由 于 没有 次 级 分 舍 
出 现 , 在 此 不 作 详细 讨论 ,四 

2， 定 态 -周期 态 相互 作用 

此 时 卫 有 特征 值 0 和 士 al(o 关 0)， 不 失 一 般 幅 , 可 取 @= 了 
不 然 训 适 过 坐标 变 痪 而 实现 。 取 空间 维 数 w 一 8， 记 2-= (oo mw 


ae)、 了 的 标准 形 是 
00 0 
二 人 0 中 
0 0 


我 们 选取 在 (sa zs) 平面 上 有 号 : 对 称 性 的 PB 范式 2 


下 站 人 
2 路人 jj (15.3》 
0 和 Ca 


其 中 和 97 都 是 国 , 寻 十 雪 .4 的 函数 , 且 满足 
BC0 0 90)=pek0 0 0 一 %0 0 仿 =0 
TK0 0 0)= 工 ， 
司 进 新 的 坐标 
Y% 一 2 648 一 wa 十 2ray 《15,.3) 


册 (15. 史 成 为 


二 go 02 Ho 一 0 《15.47 
和 ro 2 一 0. 
因为 了 (0 0 0 一 十 所 以 在 (ww 内 一 (0, 0 朱 附 近 ， 由 (15.4) 
的 第 三 式 见 到 4 是 单调 增加 的 ， 从 而 (15. 人 的 动力 学 性 态 由 前 两 
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e 翅 一 0 


男 刀 月 隔 加 


直方 程 哺 定 ， 记 jw 四 向 = (2 人 0 鸭 A go 罗 屿 0 ， 南 
于 p(0 0 0=2o(0 0 0 一 g000) 一 0 故人 oo 略 由 (000) 
是 了 的 一 个 奇异 点 ， 或 外 ， 了 关于 反射 变换 (o 2)HGo 一 切 是 
人 等 变 前 . 记 包 = (wo 切 《15, 当 的 前 两 个 方程 写成 


22+jo -0 (415.5) 
系统 (了 .号 的 平衡 解 由 静态 方 各 
Jp HP 一 0 tpPER2 人 ER 《15.6) 


给 出 ， 这 是 在 良 上 有 Za 对 称 性 的 静态 分 从 问题. 由 坐标 变换 
(15.3) 显 然 可 见 ，G15.6) 的 解 对 应 原 系统 (15.3) 的 平衡 解 ( 芳 % 一 
) 或 周 斯 解 ( 若 *%0).， 也 就 是 说 ， 原 系统 (]5.9) 的 平衡 解 和 周期 
解 可 以 分 别 由 下 列 方程 确定 ; 


工 ， 平衡 解 ， 
Do 0 内 =0 ， w=0. (15.1 

2&. 周期 解 : 
了 0 2 一 0 0. (5.8) 


这 些 平 衡 解 和 周期 解 的 稳定 性 ， 亦 记 静 态 方程 (15.6) 的 相应 解 的 
稳定 狂 决 定 、 此 外 ，(15.7) 的 解 的 迷 测 子 群 是 Fa，(15.8) 的 解 的 
迷 辣 子 群 是 1. 

我 们 可 以 用 等 变 奇异 性 理论 去 研究 人 。 对 黎 分 岔 问题 (15.6). 
通过 识别 和 普 适 开 折 , 便 得 到 .7(zp, 以 ) 的 各 种 普 适 2s 开 折 ， 从 后 
得 知 原 系统 (15. 人 2) 的 动力 学 性 态 . 由 于 篇 罩 所 了 腿 ， 这 里 只 讨论 和 
余 维 数 等 于 1 的 情形 , 更 多 的 结果 请 参看 [8] . 

对 筷 对 称 分 贫 问 题 415.6),Za 余 维 数 为 工 的 G8 范式 可 取 为 

YU 区 网 ) 一 《elat2 十 sog2 十 gs em ) 开 《] 瑟 .9) 
其 中 am= 士 ICC= 贡 … 人。 它 的 一 个 普 适 Ge 开 折 是 
部 (6 @ 矶 o) 一 (sa2 二 es 十 sa sa(uw 一 oo) 
进一步 分 析 表 明 , 我 们 只 要 取 sa-4h si- 一世 便 足以 研究 系统 的 
卉 力学 行为 ， 考 虑 方程 
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(Co 放 四 兰 人 2 十 0 有 8 人 0 一 0 

G5.10) 
图 15- 霸 分 别 对 sa= 二 、 a%= 士 1 给 出 (15-10) 的 解 在 (or 几 划 ) 一 
《0 0 9) 中 近 的 兽 态 分 岔 情况 。 可 以 网 到 ， 路 了 在 上 =0 处 出 现 
极限 点 分 省 (在 - 0 平面 内 ) 外 ， 在 上 = 吧 处 还 出 现 % 关 0 的 二 级 
分 贫 解 ， 图 上 的 正 负 号 表示 在 相应 的 解 芭 上 线性 化 季 阵 及 wo 
的 特征 值 实 部 的 符号 ， 它 们 反映 该 解 支 的 稳定 性 ， 回 到 原 系统 
G15.3)， 由 前 所 述 ， 可 知 本 情形 的 定 态 -局 期 态 相 互 作 用 表现 为 平 
衡 解 的 极限 点 分 贫 (初级 分 岔 ) 和 通 有 直 普 夫 分 贫 (二 级 分 贫 ) 的 柑 
互 作用 . 


图 45-1 


令 人 感 兴趣 的 是 , 定 坊 -周期 态 相互 作用 在 一 定 条 件 下 会 产生 
在 二 维 环 面 上 的 准 周期 运动 ( 虽 解 )， 即 出 现 二 维 环 面 分 贫 ， 图 
节 -上 的 垦 号 表示 该 解 支 上 可 能 出 现 此 类 分 贫 . 这 里 举例 说 明 
之 者 噶 (15.9) 的 另 一 个 壮 适 玉 : 开 折 ( 其 中 取 6 一 aa 一 aa 一 上 
旋光 
百 Gw or 下 加 一人 P 十 名 一 霹 一 民 十 名 一 乓 切 


(15.11)》 
给 出 的 系统 
二 +f+ 达 - 
1 G>0 
图 15-2 


142 


招 二 五 (tp 几 办 -0 一 (ww orER2 (15.19) 

《15 193) 在 上 一 0 处 出 现 平 衔 解 前 极限 点 分 售 和 在 上 = 只 处 出 现 平 
衡 解 的 二 级 分 ( 刀 图 二 -2)， 它 们 分 别 对 应 着 原 系 统 \15.27 的 极 
耻 点 分 岔 和 通 有 堆 普 夫 分 各， 值得 注意 的 是 ， 当 w>0 时 ， 二 级 分 
盆 角 在册 一 5(3+c]/4 处 还 会 出 现 霍 普 夫 分 贫 ， 即 在 该 处 产生 系 
统 (15.19) 的 一 个 周期 镍 (在 图 臣 -3 上 用 圆圈 串 表 示 )， 由 誉 标 变 
换 (15.3) 知 道 ， 这 个 三 级 分 贫 解 对 应 原 系统 (15.3) 的 一 个 二 维 不 
变 环 面 , 从 而 出 现 二 维 环 面 分 贫 . 

上 上 面 只 介绍 根据 (15.6) 的 罗 。 伟 维 数 为 工 的 分 贫 结果 所 反 遇 
的 原 系统 (15. 色 的 分 贫 行 为 , 应 当 指出 ，(15.67 的 更 商 忆 。 余 维 数 
的 分 岔 结果 还 会 带 来 更 复杂 的 动力 学 行为 .总 的 来 说 ， 我 们 可 按 
定 态 -周期 态 相 互 作用 中 出 现 的 ( 通 有 或 退化 的 ) 静 态 分 岔 和 起 普 
夫 分 岔 的 类 型 进行 分 类 , 

3. 周期 态 -周期 态 相互 作用 

此 时 大 有 再 对 纯 虚 特征 值 十 oz 和 十 ooi (其 中 oa、oo>0). 
取 空 间 维 数 ?一 世 在 非 共 振 情 形 , 丈 的 标准 形 是 
0 -oo0 0 
oa 0 0 0 
0 0 0 -of 

0 0 m 
这 时 ， 在 民 : 中 的 PB 范式 有 于 对 称 性 ， 并 可 用 极 坐 标 变换 化 为 
在 中 上 有 和 > 四 Go 对 称 性 的 分 合 问 题 ， 研 究 表明 , 这 时 不 仅 会 有 
起 普 夫 分 盆 , 而 且 还 可 能 出 现 二 维和 二 维 环 面 分 贫 . 

在 共振 情形, oo rana(na ma 是 非 负 整数 ) ,其 中 必 +ma> 
么 的 情形 称 为 弱 共 振 , 其 动力 学 行为 与 非 共 拭 情 形 相 似 ;7a 十 pe 全 和 
的 情 堪 称 为 强 共 振 ， 其 动力 学 行为 十 分 复 条. 至 于 非 半 人 涂 单 T:T 
共振 ， 就 可 能 同时 出 更 定 态 - 定 态 、 定 态 -周期 态 和 周期 态 -周期 态 
等 多 种 模 态 企 互 作用 并 会 导 丝 漠 沌 运动 . 

我 们 让 可 进一步 研究 有 有 对称 性 的 系统 前 模仿 相互 基 用 问 是 ， 

1 


它 可 以 用 来 解释 在 转动 圆 简 之 间 流 动 的 一 些 复杂 分 岔 现象 ( 参 起 
8 8) ， 在 该 流动 系统 中 , 实验 装置 的 负 对 称许 得 知 周 向 SO ( 约 ( 即 
水 平面 上 二 维 旋 转 群 ) 对 称 性 ， 由 图 倍 无 眼 长 度 、 轴 向 周 期 性 和 对 
水 平 看 的 反射 不 变性 候 设 得 知 轴 商 OC2) 对 称 竹 ， 因此 流动 系统 
有 空间 对 称 群 工 一 全 ( 约 x SO( 约 ， 从 而 可 用 有 对 称 性 的 分 岔 理论 
进行 研究 "229 根据 在 实验 中 观察 到 库 堵 流动 可 能 变 为 泰 期 
涡流 和 螺旋 涡流 这 一 事实 , 它们 分 别 对 应 葵 态 分 盆 和 堆 普 夫 分 贫 ， 
因此 我 们 可 乌 用 有 对 称 性 的 定 态 -周期 态 相 互 作用 理论 去 研究 库 
堵 流 动 的 一 些 分 岔 现象 ， 图 廿 8 分 别 描述 问 栈 比 2=0.8 和 
0.885 时 的 分 岔 情况. 基本 流动 是 库 塔 流动 , 图 巧 .3G) 上 除了 有 
泰坦 洞 流 、 蛇 旋涡 流 和 际 带 涡流 这 三 种 初级 分 岔 之 外 , 还 有 三 种 二 
级 分 贫 ( 波 状 涡流 、 扭 状 涡流 和 调制 曼 旋 泪 流 》 以 及 多 种 三 级 分 岔 
《它们 一 般 都 有 了 两 个 或 三 个 不 可 公约 的 类 率 成 分 ); 图 区 5.3( 芭 上 
给 出 另 一 种 状态 , 此 时 泰 鞠 涡 流 改 变 分 岔 方向 和 稳定 伺 , 并 可 能 存 
在 更 多 的 模 态 相互 作用 ， 


了 库 誉 流动 3， 凑巧 泗 党 8- 该 状 渴 沪 4. 本 
占 - 虎 带 沁 沉 6、 扣 次 渴 湾 了 . 调制 波 ; 
8， 调 创 扭 状 潢 流 9. 0 计 


附录 微分 动力 系统 基础 


拆 分 动力 系统 是 研究 分 贫 的 重要 数学 基础 , 它 起 源 于 I9 世 
纪 末 对 动力 学 问题 中 常 微分 方程 的 定性 研究 本 世纪 60 年 代 以 
来 ， 征 分 动力 系统 的 研究 取得 了 重大 进展 。 这 里 简要 介绍 微分 动 
力 系统 前 一 些 基本 概念 、 基 本 性 质 ， 详 细 内 容 请 参看 有 关 的 专著 
(例如 中 ] 全 [，[3 [35])。 

荆 ， 巴 拿 痒 空间 的 微分 运算 和 隐 函 数 定理 

在 数学 上 ， 非 线 此 问题 通常 可 以 通过 定义 在 有 限 维 或 无 限 维 
空间 上 的 非 线 狂 映射 或 方程 来 表示 . 巴 拿 替 空 间 是 最 重要 的 空 
问 ， 因 为 它 适 合 建立 微分 运 等 ， 常见 的 巴 拿 赫 空间 的 例子 包括 ” 
维 欧 氏 空间 久 和 希 尔 伯 特 (D. 互 iiber 世 空间 等 . 

设 只 和光 是 巴 合 茶室 间 , 世 是 也 的 一 个 开 子 集 ， 取 喘 射 广 
一 多 如 果 对 soEZ 有 nily(Gzo+ 交 一 Aco)1 一 0， 则 称 了 在 


m 处 连续 如 果 了 在 任何 <E 芝 处 都 连续 ， 则 称 了 是 辟 上 的 连续 
了 映射， 对 于 线性 算 子 六 :GZ-> 多 ， 它 是 连续 的 充 要 条 件 是 这 是 有 界 
算 子 ， 即 存在 玖 >0, 使 得 对 任何 wES 有 josaizl 宁 到 8 
的 全 体 线 性 有 界 算 子 的 集合 罗 (8， 有 多 ) 是 一 个 线性 空间 .车 引进 
范 数 


II = gp Iwl， XeE.(2 多 ) (4A, 巧 


就 可 使 多 (2 好, 多 ) 成 为 巴 拿 趟 空间 , 

设 映 射 产 C 一 多 ， 其 中 IC8 是 开 集 ， 如 果 对 roED， 存 在 
线性 有 界 算 子 Djf(oo) E 终 (CE， 有 元) 使 得 对 人 | 充分 小 的 EE 亿 
有 

Jo -Fo 一 Dj(eo 闪 二 ol》， 《4 .3 
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Tor4a 引 
则 称 产 在 各 处 可 微 ” 并 称 刀 7(eo) (或 记 作 产 (oo)) 为 了 在 和 处 
的 导 算 子 ( 亦 称 弗 雷 许 (了 . M, Eriehet) 导数 )， 狐 果 了 在 任何 = 
EU 处 都 是 可 微 的 ， 则 称 产 在 了 上 可 微 "， 如果 了 在 也 上 可 微 ， 
且 了 70 一 (2 丈 ) 在 太 上 连 续 ， 则 称 了 是 “7 上 的 03 映射” 
特别 地 ， 当 加 = 本、 有 多 一 民 " 时 ， 肌 射 放 TCR->R" 是 加 元 mw 维 
交 最 函数 记 色 一 (24，…，go) 7 一 (ae oo 


Jo om))， 若 在 妈 EU 处 可 微 , 则 卫 f(Cz) 可 用 雅 可 比 定 
af .8 
mm Drw 

prm-( 和 | 人 aa 
2 
or Daza 


了 是 如 上 的 CO 映射 的 充 要 条 件 是 Bi/ew 在 上 存在 且 连 续 信 
一 也 0 
我 们 还 可 定义 高 阶 导 算 子 (高 阶 导数 ) 如 下,， 划 果 DFT7(G> 
了 在 zE 辽 处 可 微 , 则 定义 天 阶 导 算 子 〈 阶 导数 ) 为 DE (wo)-- 
也 (了 (ro)、 如 果 下 在 珠 上 可 微 , 旦 De 在 辽 上 连续 , 则 
称 了 为 O 映 射 , 即 子 在 苹 上 0x* 可 微 ， 
也 上 全 体 玉 映射 你 1 的 集合 是 一 个 线性 空间 , 记 作 Cz(Z， 
3 多 )。、 此外，Z 虐 全 体 连 续 喘 射 的 集合 也 是 一 个 线性 空间 ， 记 作 
CD, 多 )。 我 们 可 以 分 别 在 它们 上 面 引进 范 数 : 
17le 一 sp 和 Go 
je 一 maxflDTIec rr 一 0 工 …， 对 . 下 > 工 
OKD, 多 ) 儿 (或 OZ, 多 ) 力 中 具有 有 限 范 教 的 全 体 映 射 构成 巴 拿 
替 空 间 、 
设 了 是 从 开 集 可 CE 到 开 集 了 一 多 上 的 双方 单 舍 的 连续 映 
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射 , 其 北 耻 身 /一 存在 且 连 续 , 则 称 了 是 事 到 太 上 的 一 个 同 码 .此 
外 ， 如 果子 和 . 廊 ” 都 是 号 映射 人 1， 则 称 了 是 到 下 上 的 一 
个 心间 古 . 

隐 函 数 定理 设 吕 多 .9 是 巴 拿 赫 空间 ,CC 和 和 CC 多 是 
开 集 ， 怠 射 JECCEx7， 乡 ). 如 果 在 (ezo，to)EDXxI 处 育 
Jao go)=0, 旦 了 关于 Yy 的 导数 疡 jeo yo)G2(Y ,9 ) 是 可 道 
的 , 风 有 开 集 疡 .人 满足 woE 站 CD woE 人 cc 亚 , 并 有 唯一 的 有 喘 射 
基 亿 -> 六 ,使得 一 gzo) 且 对 =E 芝 有 eg 人 to 一 0、9 在 嫌 上 
是 @ 的 , 其 导数 为 

2Dg(O) 一 一 (了 jz， gz)) Dof(z， gz))、 
在 这 里 , De 六.D,y 分 别 表示 对 和 和 2% 取 的 导 狐 ( 称 偏 导 算 子 , 或 偏 
导 甫 ) . 

隐 示 数 定理 是 非 线性 分 析 的 一 个 重要 定理 . 

2&、 微 分 流 形 和 可 微 映 射 

设 梨 仓 2 被 一 组 开 子 集 {Dei 所 和 覆盖 ， 即 并 一 jC。 如 果 


每 个 子 集 Ze 都 可 通过 一 个 同 是 映射 ( 邢 双 方 连续 的 可 道 喘 射 )9a 
陕 为 民 " 中 的 一 个 开 子 集 斑 c, 且 对 任何 两 个 这 样 的 子 集 Te 各 mw 
当 交 集 腥 一 Zen Be 非 空 时 ，9pao9gz 7 是 ge( 开 ?到 ga( 殉 ) 上 的 C 
映射 Cr>>I)( 见 图 A- 工 ), 我 们 把 这 样 的 对 (7。， ps) 称 为 于 的 一 个 
图 ， 它 们 的 全 体 1 9)} 称 为 于 的 一 个 Cr 图 册 ， 如 果 站 药 
两 个 纺 图 册 的 并 仍 是 Cr 图 册 , 就 称 它们 是 C" 相 容 的 ， 易 证 这 种 
相 容 关系 是 一 种 等 价 关系 ， 集 开 上 Cr 相 容 图 册 的 等 价 类 称 为 
“2 的 一 个 微分 结构 如 果 集 1 有 一 个 微分 结构 ， 就 称 为 一 个 
“mn 维 Cr 流 形 "(r>>1)， 形 象 地 说 ， 维 流 形 从 整体 上 可 以 看 成 由 
民 " 的 开 集 “ 阁 接 "现成 的 ， 特 别 地 , 民 " 中 的 开 子 集训 是 一 个 O” 流 
形 , 其 图 册 可 取 {(Z, 了 )}, 工 是 便 等 映射 ， 此 外 ,% 维 球面 


Br 人 eeEReo， 兴 3- 二 
和 ? 维 环 面 天 -8x…x8 都 是 ”% 维 微分 流 形 的 重要 例子 . 
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设 人 为” 维 微 分 流 形 于 的 子 焦 ， 如 果 对 每 个 ES 有戏 在 
该 处 的 图 (7 ,27 使 得 CS ED) 为 民 "(<m) 中 的 开 集 ， 则 称 8 为 
型 的 一 个 天 维 子 流 形 . & 在 殉 中 的 余 维 数 等 于 2 一 上 


20 才 B 


惠 agoe 开 扩 


如 果 将 前 面 ” 维 流 形 定义 中 的 民 ' 换 为 巴 拿 替 空 间 好 ,并 相应 
地 定义 集合 下 一 Du 的 Cr 相 容 图 册 《(7o ge) 其 中 wu:Do 


Je 一 8， 就 可 以 建立 “0 巴 拿 村 流 形 ” 的 概念， 其 维 数 dim 末 一 
dim 节 。 巴 拿 赫 流 形 不 只 包括 有 限 维 流 形 ， 而 且 可 以 包括 无 限 维 
流 形 。 为 方便 起 见 , 我 们 仍 将 Cr 巴 拿 蔡 流 形 简称 为 Cr 流 形 . 
设 焉 . 丈 为 弛 波形 , 映射 了 : 弄 一 不 。 对 于 任何 YE 歼 ， 取 在 
2 处 和 .Co)E 太 处 的 图 (7 们 和 (内 ), 如 果 复 合 肌 射 风 Fop 于 
在 okz) E 多 的 某 个 邻 域内 是 Or>> 信 可 微 的 ( 兄 图 4-3)， 则 称 拖 
兹 "3 上 的 Cr 映射 >。 我 们 把 从 流 形 z 到 交 的 全 体 咏 映 射 的 
集合 记 作 OF CH， 8)， 对 EC (到 ， 丰 )， 令 {CDs， ge)} 和 
Fe 如) 分 别 为 流 形 开 和 郊 的 图 册 且 有 (DC 对 任意 
3s>0, 定 义 了 的 8- 邻 域 如 下 : 
如 (站 -41EGECH Ng9(EDJCFe wos 
且 本 了 了 人 oogo95 一 四" 帮 Vioxweerc 到 对 
(A.5) 
于 是 ， 所 有 这 些 s- 邻 域 组 成 的 集合 {B,(7)1AEOCMUH, 六 是 
CCU， 闻 ) 的 一 个 拓扑 基 ， 从 笛 使 OCX 于 ， 民 ) 成 为 拓扑 空间 特 
别 地 , 从 流 形 好 到 自身 的 全 体 映射 的 集合 记 作 O*(Ca)， 
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设 流 形 于 和 六 是 同 凸 的 ,请 型 一 六 是 同 胚 映射 ， 且 了 和 上 于 
都 是 可 微 的 , 则 称 形 、 码 是 Or 同 古 的 ， 并 称 玫 为 "从 型 到 不 
的 C* 同 古 ”. 所 有 CF 局 征 的 集合 记 作 Ditfe( 邓 , 丈 ) 它 是 CF( 取 ， 
厂 ) 的 子 集 ， 特别 地 ， 从 流 形 2 到 自身 的 o% 同 胚 的 集合 记 作 
Diffx(mED) 

最 后 指出 设 7:(o DR 对 是 G" 贞 射 ， 则 称 ? 是 “MX 上 
的 Cr 曲线 >” 

8、 撤 分 动力 系统 

动力 系统 理论 所 研究 的 是 随时 间 演化 的 系统 的 全 局 (大 范围 ) 
定性 行为 (例如 平衡 态 、 周 期 运动 、 回 归 运 动 、 长 时 间 的 渐 近 运动 
等 ).。 按照 时 间 以 连续 或 离散 方式 变化 ， 可 将 动力 系统 分 为 两 大 
类 : 连续 动力 系统 (或 连续 流 ) 和 离散 动力 系统 (或 离散 流 )。 前 者 


通常 简称 动力 系统 (或 流 ) . 
考虑 在 开 集 VCR" 上 的 自治 常 微分 方程 组 
克 ==d/6t 一 让 (0) ， 多 所 口 ,ER 《.6) 


其 中 瑚 了 5" 是 OP1) 肌 射 ， 对 任何 wo 拓 事 ， 报 据 解 的 存在 
人 唯 一 性 定理 , 此 方程 组 有 唯一 的 满足 ?1;-o 一 Po 的 CO 解 光一 9 
2Zo)， 这 个 解 亦 称 为 过 点 re 的 轨 线 、 假定 每 个 解 的 存在 区 间 都 是 
《一 +co)， 记 (wz) 一 9( 4) 于是， 对 E 展 可 得 扩 映 庙 
:D 一 。 集合 {porjtem 有 以 下 的 性 质 : 

〔(i) wo(g)=m，VrEDi 

《站 ) gs(pi27 一 Pi)，Ys、tE 良 水 拓 也. 
易 见 u 是 呆 到 自身 前 同 胚 , 其 道 为 邮 一 % :于 是 {psjem 是 如 
上 的 单 参 数 变 换 群 ， 把 上 述 铺 果 推 广 到 微分 流 形 ， 便 得 到 流 形 上 
的 动力 系统 的 定义 . 

设 2 是 一 个 微分 流 形 ，wz: 开 一 MGER) 是 从 对 到 自身 的 
OrxCE>I) 同 且 、 如 果 集 合 fed ltea 满足 ( 群 性 质 ) 

《ii ) po= 下 

《站 gs 了 一 paso ws EEC 民 ， 
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风 称 它 是 “对 上 的 CQ 连续 动力 系统 ”( 或 “Cr 流光 . 

类 似 地 ， 对 于 任何 从 到 自身 的 OK(4>1) 同 胜 放 ， 印 JE 
DIE (CD)， 双边 序列 {f "ez 显然 满足 : 

人 

(并 六 "cfm 一 六 VE， 
我 们 称 该 序列 为 " 玉 上 的 oO 离 竹 动力 系统 ”( 或 Cr 离散 流 )。 

在 一 些 发 展 型 偏 微分 方 各 或 映射 问题 中 ， 还 会 遇 到 半 动 力 系 
统 . 为 此 ， 只 需 将 前 面 的 定义 中 的 微分 同 胚 推广 到 可 微 映 射 ， 如 
果 对 #520 人 映射 0: 有 一 并 满足 to 一 工 和 oreotr 一 Ptb vs 
0( 半 群 性 质 )， 则 称 {psji>o 为 W 上 的 Cx 半 动力 系统 (或 O 半 
流 ).。 此 外 ， 由 OF 陕 射 产 开 一 开 可 生成 C 离散 半 动 力 系统 (或 
驻 高 散 半 流 ){ 广 ]>o. 

设 余 是 作用 在 流 形 地 上 的 变换 群 ， 如 果 对 胶 射 产 z 一 ME， 


go) 一 gc)， YgEG xzE 允 
则 称 了 为 低 等 变 映 射 ， 如 果 在 上 述 动力 系统 (或 半 动 力 系 统 ) 中 
的 微分 同 胚 (或 可 微 映射 ) 是 G 等 变 的 ， 则 称 该 系统 有 对 称 群 @. 
动力 系统 的 对 称 群 的 存在 对 该 系统 的 性 态 有 重要 影响 、 
和 问题 场 
设 7 2 一 5 5) 一 M(S>>0) 是 流 形 M 上 过 因 的 两 可 微 曲 
线 , 2(0) 一 3a(0)=m， 如 果 对 zxo 处 的 任 
态 号。 一 图 (7，9)， 有 (yo (0) 一 (9e7a) 70) 
红 “ An 光 。 则 称 直线 和 和 为 切 短 价 ， 开 上 过 加 处 
的 曲线 的 一 个 切 等 价 类 专 (xo) 称 为 歼 在 


扫 处 的 一 个 切 向 量 ，a 处 所 有 切 疝 量 组 成 一 
2 个 线性 空间 也 .对 ( 见 图 A-3)， 称 为 天 在 

2 和 处 的 切 空 间 ， 对 上 各 点 处 的 切 空 间 的 

贺 内 -3 并 尝 了 ME 称 为 “af 的 切 是 >， 设 


允 竺 点 >S 型 给 定 一 个 切 向 最 上 2) E2eat 如果 喘 射 读 : 旺 一 卫 姑 


征 or 的 , 则 称 专 为 “af 上 的 Or 向 量 场 ” 型 上 全 体 Cr* 向 量 场 组 
成 一 个 线性 空间 ， 记 作 22*CM)， 可 以 适当 地 取 范 数 使 呈 *(307 
成 为 巴 奈 赫 空间 ， 特 别 地 ， 若 取 4 为 开 集 TCR"， 则 ?了 = Rn， 
故 0* 狐 射 7:D7-> 只 " 定义 了 了 上 的 一 个 O* 向量 场 

我 们 由 前 箱 已 经 知道 , 开 集 王 Re" 上 的 动力 系统 可 由 常 微分 
方程 号 =- (mp) 生 成 (这 里 wEDZ)， 即 由 本 上 的 向 量 场 了 生成 ， 类 
似 地 , 流 形 M 上 的 动力 系统 在 一 定 条 件 下 可 以 由 隐 上 的 向 景 声 
(或 相应 的 发 展 弄 微 分 方程 ) 生成 ， 设 PE Ya (4 人 1，7:7 = 
(一 5B) 一 M(e>09) 是 下 上 过 m 的 Or 血 线 ,Y(0) 一 aa。 如果 对 任 
何 抵 沪 曲线 w&= yY 人 的 切 向 量 ( 切 等 价 关 7 满足 区 一 fr 人)， 
则 称 y (二 为 向 最 场 了 的 过 mo 的 积分 曲线 , 即 ?( 纹 是 了 给 出 的 发 展 
型 微分 方程 

2=o)， aE 玉 (和 .7) 

满足 初始 条 件 =(0) = mo 的 局 部 解 ， 根 据 解 的 存在 唯一 任 定理 , 若 
了 是 Or" 向 量 场 (f>z1)， 则 过 任何 <E 开 的 Cr 局 部 解 存 在 且 叭 
一 我们 把 它 记 作 g(# 2) 一 pi(z)、 把 圭 看 作 参 数 ，G* 映射 my: 
对 一 玉 有 性 质 m= 工 积 poogt 一 posrb YYs,zEv 成立， 这 些 % 的 
集 称 为 局 部 流 . 如 果 过 每 点 aE af 的 局 部 解 mw( 的 定义 域 都 可 
以 延 拓 到 (-- 2，cc)， 则 向 量 场 关 即 方程 (A .四 ) 在 M 上 整体 
解 , 从 了 而 确定 了 玉 上 的 一 个 流 {prjesm 

作为 一 种 重要 情形 ， 若 了 为 紧 微 分 流 形 M 上 的 Oz 向 量 场 ( 
郑 力 ， 可 以 证 明 整 体 解 存在 ， 从 而 给 出 妈 上 的 一 个 Cr 流 ， 类 似 
地 , 着 五 为 流 形 Mi 的 紧 子 集 , 在 其 边界 9 丈 上 , Oz 向 量 场 指向 尼 
的 内 部 , 就 可 确定 尼 上 的 Cx* 半 流 ( 见 


图 A-)， 
[ 例 世 ”线性 系统 全 入 
一 2， ER (4A.8) 


其 中 人 姐 - (ao) 是 X? 党 矩阵 此 方 
程 有 初始 条 件 部 |t=o- wo 的 解 为 几 A-4 
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和 =e4wo 一 pro)， 

于 是 同一 ex( 其 中 #E 民 ) 给 出 一 个 动力 系统 。 

[ 例 约 梯度 系统 

光 = 一 VJ(z)， WETCRr (A.9) 

其 中 太 (w) 称 为 势 耳 数 . 

[ 例 纹 哈密 顿 系统 

设 (ob pg 20 …， 了)ETCR2" 了 哈密 顿 函数 五 :-RR， 
五 = 豆 (&， …，m%， 斩 ，…，2r)， 啥 密 顿 系统 由 下 面 的 哈密 顿 方 


程 描 述 : 
3 互 8 吾 


9， 2 一 到 2 (10) 
[ 例 生 ” 非 线性 振动 系统 
单 自由 度 自 由 振子 模型 为 
5 二 g(oc Oo 一 0 ZER (和 .11) 
它 等 价 于 下 而 的 常 微 分 方程 组 (平面 系统 ): 
2 go 有， 人, 护 ER (19) 


[ 例 蝇 ”反应 -扩散 系统 
设 = (2 和 )3 丰 民 ， 丰 0， 攻 = (全 tn)zER， 反 
应 -扩散 系统 一 般 豆 由 下 而 的 反应 - 扩 获 方程 组 描述 : 


Bt 
外 


一 VCBDrVez) 十 六 (wm，&，VSD)， 表 一 二 
(A.19) 
其 中 芒 是 扩散 托 阵 址 =1 …， 盈 )， 它 们 可 以 与 mg 等 有 关 ,， 因 
是 反 疫 项 ( 丰 =1 他) 该 反应 -扩散 方程 组 在 适当 的 巴 拿 赫 空 
同 中 可 以 写成 发 展 型 方程 . 根据 抽象 微分 方程 的 算 子 半 群 理论 ， 
其 初 售 问 题 在 一 定 条 件 下 对 巡 0 存在 唯一 的 整体 解 , 从 而 生成 一 
个 半 动 力 系统 . 
站 ， 扫 线 、 庞 卡 药 映 射 
设 {9j 是 流 形 浊 上 的 动力 系统 ， 对 zE 型 ,可 以 定义 过 二 的 
副 线 7(oJ= tptz) LE 吕 }， 并 分 别 定义 过 w 的 正 半 轨 ?+(z) 一 
1 亚 


pi(e)1E0] 利 负 半 委 ? (0 = pic ii 从. 

如 果 包 E 了 满足 up) = 2， WEP， 则 称 罗 为 平衡 点 (或 不 动 
点 )， 若 该 动力 系统 出 向 量 场 .F(s) 生 成 , 这 时 显然 有 jp)…0. 因 
此 包 也 秘 为 “向量 场 的 协 点 ”( 或 奇 点 ) ， 

如 果 9E 政 对 某 个 四 0 满足 wzr(9)=9 则 称 9 为 周期 点 .这 
些 值 中 的 最 小 值 称 为 周期 ， 过 9 的 邹 线 称 为 周期 误 线 (或 闭 
吉 ). 

如 果 再 是 清 形 于 的 子 集 、 对 于 任何 zE 囊 ， 有 ge(o)E 画 咯 
E 忆 , 则 称 五 为 不 变 集 ， 显 然 ， 动 力 系统 的 每 条 雪线 , 特别 是 平衡 
点 和 周期 轨 级 ， 都 明 不 变 集 。 下 面 介绍 的 极限 集 和 非 游 费 集 是 更 
一 般 形 式 的 不 变 集 . . 

对 zE 亚 ,过 二 的 雪线 的 w 极限 集 (或 正极 限 集 ) 和 # 极限 集 
(或 负极 限 集 ) 分 别 为 

(wj 一 蕊 E 下 | 存在 序 烈 #> 寸 co 使 gu 人 za)-o， 
ao) 一 切 E 下 | 存在 序列 认 > -oo 使 or 一] 

对 =G 玫 ， 如 果 对 = 的 任何 分 城 可 和 任何 中 >0， 存 在 坟 开 ， 
使 得 可 nr(D) 妃 ， 出 称 = 为 非 游 刍 点， 全 体 非 游 划 点 的 集合 
称 为 非 游荡 集 , 记 作 Q(9)， 非 游 划 梨 是 一 个 闲 不 变 集 ， 它 的 补 集 
MYG(P) 称 为 游 东 集 ， 

容易 郊 到 , 平衡 点 和 周期 轨 线 都 是 它 本 身 的 中 和 = 极限 集 ,此 
外 , o 和 上 极限 集 都 是 非 游 落 集 . 

类 似 连 续 动 力 系 统 那 样 ， 我 们 可 对 离散 
动力 系统 建立 相应 &, 概 念 。 设 9 是 型 上 的 2 性 
一 个 同 昨 . 对 eE 7,“ 过 = 的 盘 线 "是 fgP(z) (一 ) 
1kE 到 }， 它 是 2 中 的 一 个 点 列 ， 浦 足 9fp) 
= 了 的 点 昂 称 为 不 动 点 。 车 存在 正 整数 mm 站 全 
鸽 得 g"(9) = 9 出 称 9 为 周期 ie 点， 显然 ,y 的 周期 mw 点 是 复合 
黄 射 gm 的 不 动 点 . 

连续 与 离散 动力 系统 之 问 ， 有 着 宿 切 的 关系 。 例如 给 定 如 > 
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@, 每 阳 一 定 的 时 间 和 就 对 连 绪 流 pe 作 一 次 采样, 便 得 到 一 个 离散 
访 {g jez， 其 中 9 一 pe， 通常 称 为 频 闪 映 射 . 另 一 个 重要 例子 是 
由 庞 卡 莱 喘 射 生 成 的 离散 流 . 

设 卫 是 Cr 流 9 的 一 条 周期 轨 线 ， 任 取 9E 关 ， 过 & 取 一 个 
佘 维 数 为 工 前 OF 子 流 形 2C ,使 习 与 轨 线 生 是 模 截 的 ( 即 王 
在 9 处 的 切身 量 红 9) 竺 Z。2)。 根 据 流 的 连续 性 ， 此 时 存在 9 的 
某 邻 域 DC 3， 住 得 对 任何 zE 了 在 Y(z)>>0， 满足 prioCz)E 
且 当 0<t<Y(o) 时 UKO 生 引见 转生 -5 我 们 可 以 定义 映射 三 : 
了 -> 如下: 

忆 (c) 一 prteo(o)， vzETc3 (A.14) 
卫 称 为 截面 3 上 的 遍 卡 莱 映 射 (或 首次 返回 届 射 后继 映 射 )， 显 
然 , 映射 卫 有 不 动 点 9 且 它 是 Cr 映 身 . 

6 拓扑 等 价 和 拓扑 共 斩 

设 于 为 油分 流 形 , 上 9 是 并 的 f 向 基 场 , 它们 分 别 生成 
下 上 的 流 o: 和 内 。 如 果 存 在 一 个 同 胚 4: 于 一, 把 流 os 的 谎 线 
隐 为 光 的 轨 线 , 并 保持 时 间 定 向 ， 则 称 向 量 场 & 和 9 或 对 应 的 流 
gr 和 区 ) 是 拓扑 等 价 的 ， 也 就 是 说 ， 对 任何 zxE 站 ，0< 旺 <5 有 
0 一 5<e) 使 得 

eg 人 z) 一 由 ne) (人 .IT5) 
此 外 , 如 果 记 保持 时 间 不 变 ， 即 去 一 aa 则 称 过 和 了 是 拓扑 执 连 的 。 
类 侦 地 , 考虑 离散 动力 系统 . 对 开 上 的 驴 问 豚 六 % 如 果 有 同 且 
有 W~> 开 ,使 得 


2of =go1 (CA.16) 
则 称 它们 是 拓扑 共 辑 的， 总 之 , 在 拓扑 等 价 或 拓扑 共 罗 下 , 两 个 动 
力 系 统 将 保持 相同 的 轨 线 拓扑 结构 . 


在 许多 情形 中 ， 我 们 只 关心 流 《 或 离散 流 ) 在 平衡 点 (或 不 动 
点 ) 附 近 的 轨 线 性 态 。 如 果 拓 扑 等 价 (或 共生 ) 关 系 仅 在 对 应 的 平 
衔 点 (或 不 动 点 ) 的 邻 域内 成 立 , 则 称 为 局 部 拓扑 等 价 ( 或 马 部 拓扑 
共 轿 ). 
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?线性 化 、. 双 曲 性 和 稳定 性 
孚 衡 点 (或 不 动 点 ) 前 研究 是 局 部 问题 ， 因 此 可 以 只 在 该 点 的 
名 域 内 进行 , 无 需 涉及 整个 流 形 、 琶 流 形 对 在 平衡 点 (或 不 动 点 ) 
多 处 的 一 个 地 图 (7, g) .不 失 一 般 性 ， 同 廿 mp 将 避 观 为 巴 拿 赫 空 
间 史 中 的 点 ?P(2) =0 的 邻 域 六 -于 是 我 们 可 以 在 局 部 拓 扯 等 价 
《或 夫 ) 的 意义 下 在 原点 O 的 邻 域 了 C2 中 研究 平衡 点 《或 木 动 
点 ) 问 题 , 
考虑 连续 系统 
25=Fz)， ZEFCE (4.17) 
其 中 F( 们 是 号 疝 量 场 , 原点 0 是 一 个 平衡 点 , 即 几 0 一 0.( 人 .17) 
在 点 台 处 的 线性 化 系统 为 
2 一 卫 F(o)s. zeEJCZ (A.18) 
其 右 端 称 为 各 量 场 Fe) 关 于 点 0 的 线性 化 向 量 场 . 如 果 线 性 算 
子 2(0) 的 请 ( 当 史 ~ 民 " 时 只 含 特征 值 ) 的 实 部 不 为 0， 则 称 点 O 
为 双 曲 平衡 点 。 其 中 , 当 ZA(0) 的 谱 的 实 部 都 为 负 值 (或 正 值 ) 时 ， 


定理 并 统 的 格 鲁 勃 曼 - 险 特 昌 CUL.FpoGxra -了 .Hartman) 定 理 ) 
设 如 为 巴 拿 忒 空间 ,Jo) 是 了 Cg 上 的 Or 向 量 场 , 点 O 是 一 个 双 
烛 平 衡 点 , 则 向 量 场 Je) 与 其 线性 化 向 量 场 在 点 怠 的 某 邻 域内 是 
局 部 拓扑 等 价 的 . 


上 述 定理 表明 ， 在 流 的 双 交 局 2 AT 
曲 平 衡 点 附近 软 线 的 拓扑 结 二 HA) 
构 ， 可 用 线性 化 演 狂 述 ( 见 图 噩 / 


二 -6)。 

对 离散 系统 ， 亦 可 作 类 似 网 
的 讨论 设 9 是 矿 上 的 巩 分 同 有 ,点 O 是 一 个 不 动 点 即 9(0)- 
0，g 在 点 O 处 的 线 仁 化 司 肛 为 Dg(0) ， 如 果 Dg(0) 的 谱 的 模 不 ， 
等 于 二 则 称 点 0 为 双 曲 不 动 点 . 其 中 , 当 Dg:0) 的 谱 的 模 都 小 于 
其 或 大 于 巧 时 , 点 口 称 为 汇 (或 源 对 于 离散 流 ，， 
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同样 有 下 述 定理 : 

定理 8( 离 散 流 的 插 鲁 勃 螺 - 哈 特 曼 定理 ) 设 吕 为 巴 拿 赫 空 
同 ，9 是 六 c& 上 的 OFx 同 胚 ， 虚 口 是 一 个 双 曲 而 动 点 ， 则 9 和 
了 g(0) 对 应 的 离散 流 在 点 0 的 菜 邻 域 内 是 局 帮 拓 扑 共 地 的 . 

设 和 是 平衡 点 ， 对 于 任 给 *>0， 存 在 5>h 使 得 对 系统 
(17) 的 满足 lz(0) 一 zol<8 的 任何 解 =( 钨 ， 有 | 人 划一 zol<a 
《>0), 则 称 mo 为 (在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 ) 稳 定 的 ;否则 ，xo 便 是 
不 稳定 的 ， 如 果 平 衡 点 m 是 稳定 的 ， 且 在 它 的 某 邻 域内 的 一 切 解 
当 纪 十 co 时 都 趋 于 zu 则 称 z 是 渐 近 稳定 的 . 对 于 流 的 平衡 点 
前 稳定 性 , 有 下 述 结果 : 

定理 人 线性 稳定 性 定理 ) 设 zo 是 系统 (和 .17) 的 平衡 点 . 如 
时 届 (xz 的 洪 的 实 部 为 负 则 zo 是 渐 近 稳定 的 . 如 果 2 (xo) 有 
正 的 谱 点 , 则 xo 是 不 稳定 的 - 

对 于 离 敬 注 的 不 动 点 , 有 类 似 的 结论 : 

定理 和 设 m 是 Gf 同 胚 9 的 不 动 点 如 果 Dg Geo) 的 谱 的 模 
小 于 也 则 mo 是 渐 近 稳定 的 ， 如 果 Dg (ao) 有 模 大 于 工 的 谱 点 ， 则 
za 是 不 稳定 的 、 

易 知 双 出 平衡 点 (或 不 动 点 ) 或 为 浙 近 稳定 的 ， 或 为 不 稳定 
的 . 

对 于 流 ( 或 离散 流 ) 的 周期 轨 线 的 双 曲 性 和 稳定 性 ， 我 们 可 以 
通过 斋 卡 菜 觅 射 (或 复合 映射 ) 化 为 相应 的 不 动 点 问题 去 研究 ， 例 
如 , 对 于 流 w 的 周期 轨 线 卫 ， 过 任 一 点 gE 卫 取 裁 面 卫 和 谋 卡 莱 
均 射 刀 ， 如 果 卫 在 不 动 点 9 处 的 导 算 子 DP(g) 的 谱 的 模 不 等 于 
省 则 称 了 为 双 曲 周期 轨 线 . 

8， 稳定 形 和 不 稳定 流 形 

先 考虑 连续 系统 (A.17), 点 9 是 双 曲 平衡 点 . 记 ZA(0) 的 详 
O=oCo"， 其 中 o 和 o 分 别 为 谱 中 实 部 小 于 0 和 大 于 0 的 子 
集 ， 根 据 谱 分 解 的 理论 , 巴 拿 赫 空 间 如 可 以 分 解 为 Z = 2GDE "其 
中 史 和 8 都 是 拷 子 空间 ， 算 子 DA (0) 在 2 和 人 & 上 的 谱 分 别 为 
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和 or， 由 李 雅 登 诺 夫 稳 定性 定理 , 线性 化 系统 (人 .18) 在 e( 或 
人 ) 上 前 流 是 收缩 (或 扩张 ) 的 ， 因 孙 人 和 6* 分 别称 为 角 性 化 系 
统 的 稳定 子 空 间 和 不 稳定 子 空 间 . 对 于 系统 (A .和 ), 我 们 在 点 0 的 
邻 域 玉 中 定义 局 部 稳定 流 形 机 !。 (0) 和 局 部 不 稳定 流 形 厂 愉 (0) 
如 下 : 
Jio(O) = fzEF| 对 t>0 有 Wi 人 o)ETa( 点 D 的 某 邻 域 )， 
且 当 记 十 oo 时 ws(o)-0}， 
且 5o(0) = tzEFi 对 tc<0 有 mi(e)ETs( 点 0 的 某 邻 域 ) 
且 当 所 > 一 co 时 ws(c)->0]， 
其 中 %r 是 系统 (A .位 ) 药 流 ， 
定理 哉 流 的 稳定 和 不 德 定 流 形 的 定理 ) 设 点 0 是 系统 
(A. 节 ) 的 双 曲 平衡 点 ，7 (是 Ox(E>> 芒 向 量 场 ， 则 存在 cx 流 形 
瑟 和 0) 和 玉 这 (0)， 它们 在 点 口 处 分 别 与 B* 和 gl" 相 切 , 且 有 相应 
的 维 数 .〔 兄 图 A-7) 
再 考虑 离散 系统 情形 。 设 9 县 六 上 的 王 | 
Cr 同 旺 (>1), 点 0 是 一 个 双 曲 不 劲 点 ， 记 
c 和 为 线 竹 算 子 .Dg(0) 的 谱 中 模 小 于 1 
和 大 于 工 的 子 集 ， 于 是 有 四 一 ieGDi 其 中 
史 和 人 "分别 为 .9(0) 的 稳定 子 空 间 和 不 稳 0 
定子 空间 ，Dg(0) 在 其 上 的 谱 分 别 基 er 和 me， 在 广 中 定义 多 的 
电 部 稳定 流 形 太 io(0) 和 局 部 不 稳定 流 形 功 ?.(0) 如 下 ， 
栈 ?(0) 一 也 GE 对 zz0 有 gr"(c)ET( 点 O 的 某 邻 域 ) 
且 当 入 > 二 co 时 go) 一 0)， 
琴 和 (0) 一 节 pE 太 | 对 2>0 有 gz)EJe( 点 加 的 某 邻 域 ) 
且 当 ?一 十 co 时 gr"(o) 一 0. 
定理 6( 离 散 流 的 稳定 和 不 稳定 流 形 定理 ) 设 点 O 是 Orz 
同 且 的 双 临 不 动 点 , 则 存在 号 波形 厂 民 (0 和 刺 ?00), 它们 车 
点 口 处 分 别 与 r 和 4 如" 相 切 旦 有 相应 前 维 数 ， 
局 部 稳定 和 不 稳定 演 形 都 可 以 延 拓 成 全 局 稳定 和 不 稳定 深 
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环 ， 此 外 , 对 流 ( 或 离散 流 ) 的 双 曲 周期 罗 级 , 亦 可 类 伺 地 建立 稳定 
和 不 稳定 流 形 概念 ， 

9， 中 心 流 形 

在 非 双 曲 平衡 点 (或 不 动 点 ) 附近， 竹 线 有 较 复杂 的 结 沟 、 这 
里 只 讨论 空间 多 = 民 " 的 情形 、 至 于 无 限 维 巴 拿 赫 空间 的 结果 ,可 
参看 加 、[539]. 

先 考虑 连续 系统 (A, 们 )， 设 点 O 是非 双 曲 平衡 点 ，DA(0) 的 
谱 c -osUceUee 其 中 中 和 o* 的 意义 如 前 ，oo 是 谱 中 实 部 为 0 
的 子 集 , 并 取 空 间 如 的 谱 分 解 4 一 ZrGGvGCo 使 得 D1 (9) 在 纪 、 
Cr" 和 Go 上 的 庶 分 别 为 c"，o" 和 o*。2。、E。 和 co" 是 线性 化 系统 

的 黎 定 子 空 间 、 不 稳定 子 空间 和 中 心 子 空 
mm 间 . 
定理 了 ( 流 的 中 心 流 形 定理 ) 设 点 O 
~、、 ”是 系统 (A.17) 的 非 双 曙 平 衡 虚 ,7(z) 是 CO 
向 量 场 (T<5<co》 则 在 点 O 的 某 邻 域内 ， 
存在 过 点 0 且 在 该 处 分 别 与 匀 、i" 和 如 

ee 相 切 的 Oz 局 部 稳定 流 开 古训 (0)、Gx 局 部 
不 稳定 流 形 配 &(0) 和 Ox-: 局 部 中 心 流 形 全 (0)( 见 图 和 -8). 
它们 都 是 局 部 不 变 集 ( 即 过 流 形 上 每 一 点 的 轨 线 在 充分 小 的 时 间 
内 仍 在 此 流 形 上 )， 此 外 ， 了 7?o(0) 和 和 要 %(0) 是 局 部 叭 一 的 ， 但 是 
Tie(0) 一 般 不 是 局 部 唯一 的 . 

在 非 双 曲 平衡 点 附近 ， 流 左 与 中 心 流 形 “ 横 截 > 的 方向 上 的 局 
部 性 态 是 比较 简单 的 ， 因 为 它们 主要 由 局 部 稳定 和 不 稳定 流 形 上 
的 收缩 流 和 扩张 流 决 定 ， 但 是 ， 在 局 部 中 心 流 形 上 的 流 可 能 是 收 
缩 或 扩张 的 , 而 县 一般 与 线 竹 化 流 在 中 心 子 空 间 上 的 世态 不 同 , 因 
此 深入 分 析 中 心 流 形 上 的 流 的 性 态 是 十 分 重要 的 . 

[ 例 ] 考虑 系统 

2 一 一 外 (oo0ER (A.197 
它 的 汉 足 初始 条 件 (z,，y) |ico- (zu, go) 的 委 线 由 
| 又 


1 pr 


zf 卜 = 了 3 一 ooe 


给 出 ， 消 去 二 之 后 , 有 

3 
由 此 可 见 , 在 左 半 平 面 “<0 上 的 所 有 轨 线 当 ->0 时 都 趋 于 原点 , 
县 各 阶 导 数 都 趋 于 0， 在 有 半 平 面 *>0 上 ， 只 有 一 条 轨 线 ( 即 
正 半 才 轴 ) 当 ?-0 时 趋 于 原点 ( 兄 图 少 


和 -9) . 

系统 (A.19) 在 原点 处 的 线性 化 系 五 \W 
统 的 中 心 子 空间 @o。 就 是 * 轴 ， 由 于 中 = 
心 流下 在 原点 处 与 2 相 切 ， 因 此 系统 天 < 
(A.19) 在 左 半 平面 的 任 一 轨 线 与 正 半 
= 辆 一 起 ， 都 是 一 个 Or” 中 心 流 形 ， 由 国 关 全 
此 可 兄 , 系统 (人 .18) 有 无 穷 多 个 O" 中 心 流 形 , 

对 于 离散 流 的 非 双 曲 不 动 点 , 也 有 类 似 的 中 心 流 形 定理 , 这 里 
从 略 . 

10. 结构 稳定 性 和 通 有 性 

“结交 稳 定性 "是 指 当 动力 系统 受到 小 拓 动 后 拓扑 结构 保持 不 
变 的 性 质 。 设 了 是 微分 流 形 好 上 的 Ox* 向 量 场 ， 即 E 吧 x( 了 41). 
如 果 存 在 s>0, 使 得 在 了 的 某 邻 域 B,(7)( 参 看 (A.5) 式 ) 中 的 从 
何 Cr 向 量 场 9 才 与 了 拓扑 等 佐 ， 则 称 向 县 场 了 是 C* 结构 稳定 
的 ; 否则 , 称 为 C" 结构 不 稳定 的 ， 通常 只 考虑 Ch 结构 稳定 性 ( 简 
称 为 结构 稳定 性 ). 我 们 还 可 类 似 地 给 出 微分 同 胚 的 结构 稳定 性 
定义 ， 

在 许多 情形 中 ， 我 们 只 关心 系统 的 平衡 点 (不 动 点 ) 附 近 的 局 
部 入 扑 结构 , 这 时 要 用 局 部 结构 稳定 注 的 概念 。 例如 ， 设 zo 为 向 
量 场 了 的 平衡 点 ， 即 /so) -0， 如 果 对 了 的 某 邻 域 已 (及 中 的 任 
何 向 量 场 9 的 平衡 点 %( 即 ggo) -0)， 在 四 和 名 的 对 应 邻 域 
内 ，y 和 9 是 局 部 拓扑 等 价 的 ， 则 称 /在 mo 附近 是 局 部 结构 稳定 
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的 . 
[ 例 贡 单 站 由 度 拓 子 系统 


HE-Ho25 一 0 waER (A.30) 
它 可 以 写成 下 面 的 平面 系统 ，; 
了 一 oz 一 人 办 ER (A.310) 


当 上 >0( 或 <0) 寺 , 原点 是 该 系统 的 稳定 (或 不 稳定 ) 焦 点 ; 当 中 一 
0 时 , 原点 是 该 系统 的 中 心 ( 兄 图 A-10). 显然 K=0 对 应 的 系统 
是 结构 不 稳定 的 ， 因 为 它 与 严 夫 0 对 应 的 系统 的 拓扑 结构 不 是 等 


价 的 . 
部 呈 乡 
正信 全 帮 一 了 >0 
图 4A-10 
{ 例 纹 ”如 果 平 面 系统 
4= 灵 z) zER2 《人 ,22) 


有 连结 鞍点 的 癌 宿 或 异 宿 轨 线 ， 则 此 系统 是 结构 不 稳定 的 ， 设 系 
统 有 连结 鞍点 mr 和 2 的 蜡 宿 轨 线 y{ 见 图 人 入-I1(i))， 这 时 适当 
的 小 扰动 就 可 以 把 鞍点 连 线 撕 开 ， 使 异 宿 轨 线 消失 ( 见 图 入-I 
《ii)》。， 是 然 来 受 近 系 统 与 受 扰 系 统 不 是 拓扑 等 价 的 . 


\ 

名 四 区 多 1 

广 人 

位 鲍 
图 A-13 

对 于 二 维 紧 流 形 上 的 向 量 场 , 有 下 面 指 结 果 : 

定理 8( 皮 索 杜 (页 ,M.Peixoto) 定 理 ) 设 下 是 二 维 可 定 阳 的 
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紧 流 形 ,FE 23( 尼 ) 网 了 为 结构 稳定 的 充 要 条 件 是 : 

《该 系统 有 有 限 个 平衡 点 和 册 轨 , 昌都 是 双 册 的 ; 

(2 不 存在 鞍点 之 间 的 连 线 ; 

《3) 非 游 葛 集 仅 由 平衡 点 和 闭 轨 组 成 . 
此 外 , 光 2( 环 ) 中 所 有 结构 稳定 的 向 量 场 组 成 一 个 稠密 的 开 子 集 , 

作为 一 个 特 跌 傅 形 , 设 GC R2 为 平面 紧 集 , 7e 和 3(GD) 为 结构 
稳定 的 充 要 条 件 只 需 上 面 的 条 件 (1) 和 人 ( 仅 ， 这 是 因为 平面 向 量 场 
的 非 游 药 集 只 由 平衡 点 - 闭 轨 和 同 ( 异 ) 宿 轨 钱 组 成 , 故 上 面 的 条 件 
(3 和 (3) 是 等 价 的 . 

在 到 *(a)( 或 Diff%( 开 )) 中 ， 吗 足 某 种 性 质 王 的 向 量 场 (或 
微分 同 胚 ) 组 成 的 集合 是 他 *(M) (或 Dif 天 Ga) 中 可 数 个 铜 密 开 
集 的 交 , 由 称 性 质 了 是 通 有 的 (generic) 否则 ， 人 性 质 一 是 退化 的 
《degeneratp)， 概 括 地 说 ， 如 果 性 质 刀 在 某 个 动力 系统 集合 中 是 
通 有 的 ， 则 表示 该 性 质 在 此 动力 系统 集合 中 是 “一 般 “ 和 “普遍 成 
立 ” 的 . 定理 8 的 结果 指出 , 结构 稳定 性 在 二 维 可 定向 的 紧 流 形 上 
的 号 向 量 场 集合 中 是 通 有 的 , 前 结构 不 稳定 性 是 退化 的 ， 这 个 结 
论 对 高 维 (m%z>3) 情 形 不 再 成 立 . 

对 高 维 微分 流 形 上 的 动力 系统 , 结构 稳定 性 的 研究 十 分 困难 ， 
至 今 讽 未 有 完整 的 结果 ,在 讨论 高 维 动力 系统 的 结构 稳定 性 时 ， 
经 常用 到 “' 横 截 尾 ?的 概念 。 若 流 形 于 的 两 个 子 流 形 8: 和 8 或 
者 不 相交 , 或 者 对 任何 PE 避 人 Sa 有 

了 of 一 了 SiTToS 
出 称 S: 和 8。 是 横 截 的 ， 一 般 地 说 ， 如 果 某 动力 系统 有 非 双 晶 的 
平衡 点 (不 动 点 ) 或 周期 轨 线 ， 或 者 某 些 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 非 
机 截 相交 , 则 该 系统 是 结构 不 稳定 的 . 

卫 .分 贫 

设 太 为 微分 流 形 好 上 的 全 体 0 向 量 场 (或 Of 同 蛙 ) 组 成 的 
室 闻 。 记 如 为 矿 中 结构 稳定 系统 组 成 的 集合 。 由 结构 稳定 性 定 
义 可 姑 呈 是 一 个 开 集 , 于 是 矿 中 结构 不 稳定 系统 的 集合 = 和 VS 
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是 一 个 团 集 。 对 于 集 中 卫 的 系统 ， 总 存在 任意 小 的 扰动 ， 使 该 系 
统 的 拓扑 结构 发 生变 化 ， 即 扰动 系统 与 原来 系统 不 拓扑 等 价 (或 
不 拓扑 共 却 )， 这 种 现象 称 为 分 盆 , 习 称 为 动力 系统 空间 中 的 分 盆 
集 - 如 果 我 们 只 研究 在 平衡 点 (或 不 动 点 ) 附近 的 局 部 向 量 场 (或 微 
分 同 豚 ) 的 结构 稳定 性 , 就 可 以 类 似 地 建立 局 部 分 岔 的 概念 。 

如 果 分 贫 集 了 的 某 子 集 L 是 空间 矿 中 的 一 个 余 维 数 为 的 
子 流 形 , 网 开 对 应 的 分 岔 的 余 维 数 为 *。 分 岔 余 维 数 可 以 作为 动 
力 系 统 的 退化 程度 ( 即 结构 不 稳定 程度 ) 的 一 种 衡量 ， 如 果 分 贫 余 
维 数 越 大 , 则 系统 退化 程度 越 大 , 受 扰 后 可 能 出 现 的 拓扑 结构 变化 
方式 越 多 , 从 而 分 仙 性 态 就 越 复杂 . 

到 普 用 分 岔 和 普 适 开 折 

考虑 舍 参 数 向 量 场 的 分 岔 问题 (这 里 的 概念 对 含 参数 隐 射 的 
分 岔 问题 也 同样 适用 )。 令 到 一 多 :0a0)， 取 六 中 基 个 吧 参 数 向 
量 场 九 v, )，zE 了 ,PEGTCRim 是 分 岔 人 参数， 如 果 有 PoEw, 对 
ao 的 某 邻 域 Vicy 中 的 任何 Fa 人 jms%#Hpo)， 向 量 场 扰 m 种 ) 与 
了 kz，m) 不 拓扑 等 价 ， 则 称 含 参数 向 量 场 风 wm 只 ) 在 pa 处 出 现 分 
贫 ， 徊 称 为 分 岔 值 ， 全 体 分 岔 值 组 成 参数 天 空间 中 的 分 贫 集 吾 . 
根据 参数 上 与 向 量 场 九 "， 严 ] 的 一 一 对 应 关系 ， 由 所 有 的 严 E 了 了 
给 出 的 向 量 场 妃 <， 产 ) 均 成 空间 了 的 一 个 子 集 刀 .， 在 参数 空 
间 中 的 分 售 集 召 对 应 在 动力 系统 空间 大 中 的 子 集 了 ID,( 见 图 
AI9). 


沿 时 到 空间 


基数 灵 空 间 


竺 


图 二 -12 因 A-13 
接着 讨论 吧 参数 身 昌 场 六 z， KJ) (KE 了 Cs 7”) 的 分 岔 性 态 在 
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拓 动 作用 下 的 保持 性 ， 设 keE 了 是 了 的 一 个 分 贫 什 , 用 其 他 AE 
vV 都 不 是 分 贫 值 . 如 果 存 在 了 的 一 个 邻 域 酚 CP ,使 得 对 任何 只 
参数 向 量 场 9E 且 ， 有 一 个 在 故 xv 上 的 连续 足 射 如 《zz)H> 
(yo zj) 2()》 它 把 向 量 场 .F(w，P) (其 中 严 Ev) 的 轨 减 缺 为 向 
量 场 gfg, >) 的 轨 线 ， 且 保持 时 间 定 向 ， 则 称 了 在 wo 处 的 分 盆 是 
通 有 (或 非 退 化 ) 的 ; 否则 , 是 退化 的 . 显然 ， 通 在 分 盆 的 定 竹 性 态 
在 名 参数 向 量 场 集合 中 不 受 扰 动 而 改变 ， 而 退化 分 贫 则 相反 

名 参数 向 量 场 了 对 应 空间 矿 中 的 一 个 几 维 于 流 形 也 -如果 
了 "与 空间 矿 中 的 分 岔 集 了 在 .六 处 横 裁 相交 ， 则 在 态 处 出 更 的 
分 贫 是 通 有 的 . 例如 在 图 A-18 上 ， 单 参数 向 量 场 对 应 的 曲线 
2 与 分 信 集 瑟 横 茂 相交 于 万， 在 受到 扰动 后 ,曲线 。 变 为 相 邻 的 
曲线 5 只 要 扰动 足够 小 ,时 线 5 亦 与 分 盆 集 号 横 裁 相交 这 表 
明 单 参数 向 量 场 族 在 小 拓 动 下 分 贫 住 态 保持 不 变 , 即 向 是 场 娘 的 
分 岔 是 通 有 的 . 在 图 4-44 上 ， 单 参数 向 量 场 对 应 的 曲线 0 与 分 
盆 集 卫 相 切 于 刀 ( 非 横 截 相 交 )， 这 时 足够 小 的 拢 动 就 可 能 使 切 点 
消失 或 变 为 多 个 交点 ， 可 见 小 扰动 就 会 改变 此 单 参数 向 量 场 的 分 
贫 任 态 , 从 而 向 量 场 .7 的 筋 岔 是 退化 的 ， 在 图 4-z5 上 , 双 参 数 向 
量 声 2 对 应 的 二 维 子 流 形 P 与 忆 横向 相交 于 zo， 则 向量 场 姑 的 
分 各 是 通 有 的 ， 然 而 , 单 参 数 向 量 场 了 对 应 的 曲线 (一 维 子 流 形 ) 
与 在 思 处 非 横 蕉 相交 , 故 赔 基 场 ,Po 的 分 盆 是 退化 的 . 


图 各 -1 加 A-15 


如 果 某 个 宫 参 数 向 量 场 7(z，A) (CEB ") 的 所 有 分 岔 都 是 通 
在 的 , 网 该 向 量 场 是 阁 月 的 , 可 则 是 非 车 用 的 . 非 普 用 的 含 委 数 向 
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量 场 有 退化 分 贫 . 我 们 可 以 通过 引进 附加 参数 ( 即 开 拆 ) 的 方法 ， 
把 非 普 用 向 量 场 扩展 为 普 用 向 量 场 . 

对 于 六 参数 向 量 场 Kx，H) (PE Re)， 如果 引进 新 的 参数 wE 

Re 和 (mm 十 芒 参 数 向 量 电 忆 (w， 天 p)， 使 得 王 (o 天 0 一 

则 称 瑟 Cr， po 本 是 Fa 把) 的 一 个 天 参数 开 折 ,> 为 开 折 参 数 . 如 

果 f(w, ) 的 基 个 开 折 丈 (%，& 幻 是 普 用 的 ， 则 称 忆 为 了 的 一 个 

敬 用 开 折 、 普 用 开 折 在 拓扑 等 价 的 意义 下 包 食 了 对 y 的 一 韧 可 能 

斑 。 的 抗 动 .7 一般 有 无 穷 多 个 普 用 开 折 , 在 7 

人 的 一 切 普 用 开 折 中 ， 食 开 折 参 数 数目 最 少 


SN we 的 称 为 营 适 开 折 ， /的 普 适 开 折 以 最 简单 
的 方式 包含 了 对 的 所 有 扰动， 普 适 开 折 
1 所 舍 的 开 折 参 数 的 数目 称 为 了 的 余 维 臻 。 

普 适 开 折 通 常 也 不 是 叭 一 的 . 
网 ANe 如 果 含 参数 各 量 场 是 普 用 的 ， 我 们 就 


可 以 根据 它 在 参数 空间 中 的 分 岔 集 如 去 完整 地 了 解 它 在 动力 系 
统 空间 六 中 的 分 贫 狂 态 ， 例如 图 4-16 给 出 某 双人 参数 的 普 用 疝 
量 场 刀 (z，c，A) 在 参数 (o 有 ) 平 而 上 的 分 贫 集 如 ~ 如:U B、 于 
是 光滑 曲线 部 分 对 应 着 余 维 数 为 工 的 分 贫 ， 尖 点 za 对 应 著 余 维 数 
为 3 的 分 盆 ， 在 参数 平面 上 的 每 条 曲线 B= B(a) 给 出 相应 的 单 参 
数 身 量 场 7(z, 中 二 (z，o，B(o))。， 由 图 A-16 容易 看 到 ， 曲 线 
cl 对 应 的 单 参数 向 量 场 是 普 用 的 , 而 曲线 cs 和 cs 对 应 的 单 参 数 向 
量 场 不 是 普 用 的 . 


3164 


索 “ 引 


词 条 按 汉 语 拼音 顺序 排列 , 由 特殊 符号 开始 的 条 月 放 在 最 局 . 
等 变 分 支 引 再 
人 定 态 - 定 态 相互 作用 


布鲁塞尔 振子 系统 
未 稳定 流 形 
局 部 ~ 
全 局 一 
不 稳定 予 空间 


7,87,118 
1 


:57 
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全 


按 鲁 勤 螺 - 哈 特 曼 定 : 
广 章 比 次 基 沙 澡 (GS7 


哈密 顿 系统 
横 堆 性“ 
化 学 反应 器 
环 耐 群 
霍 特 金 - 赫 克 斯 利 方程 
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34, 123,124 
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7 132，164 | 
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中 心 波形 


中 心 子 包 间 。 
周期 点 ee 
周期 态 -周期 态 相 家 作用 
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